CORRIGE — CHAPITRE 1 ,

I ENSEMBLES ET LOGIQUE

PROPOSITIONS ET CONNECTEURS

| EXERCICE 1 x

1. L’égalité 3+ 4 = 8 peut étre qualifiée de vraie ou de fausse : ¢’est une proposition. Or 3+4 =7,
donc :

Proposition Fausse

2. L’écriture 22 — 1 ne peut étre ni vraie ni fausse.

Ce n’est pas une proposition, mais une expression.

3. Tout entier naturel est supérieur ou égal a 0 :

‘ Proposition Vraie ‘

4. Le cours démontre que v/2 est irrationnel :

‘ Proposition Fausse ‘

5. « Soit n un entier naturel » introduit une notation; on ne peut pas lui attribuer de valeur de
vérité.

‘Ce n’est pas une proposition. ‘

6. L’énoncé n? > n dépend de n, qui n’est ici ni fixé ni quantifié : il est vrai pour n = 2, faux pour

-1
n=s;.

Ce n’est pas une proposition, mais un prédicat : une proposition dépendant d’une variable.

7. Le quantificateur fixe désormais le statut de n. Pour n = 0 et n = 1 on a n?

onan?i=nxn>=>nx1=n.

=n;pour n > 2,

Proposition Vraie

1
8. On procede de la méme maniere, mais sur R. Pour x = 3"

Proposition Fausse

Piége : les énoncés 6 et 7 different d’un seul mot. C’est le quantificateur qui transforme un prédicat
en proposition ; sans lui, la question « est-ce vrai? » n’a pas de sens.
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| EXERCICE 2 *

On dresse les tables demandées, en y ajoutant les colonnes de A = B et de A < B nécessaires
aux comparaisons. Les deux premieres propositions donnent :

A| B | nonA |nonB | (nonA)ouB |non(AetnonB)| A= B
VIV F F \Y% \4 \4
V|F F A% F F F
F |V \% F \Y% \4 \Y%
F|F \% \Y% \% \% \4
puis les deux dernieres :
A B||A=B | B=A | (A=B)et(B=A) || A& B | Aet (non A)
VIV \% \% \% \Y% F
V| F F A% F F F
F|V A% F F F F
F|F \Y% \Y% \% \% F

5. Les colonnes des questions 1 et 2 sont identiques a celle de A = B, et celle de la question 3 est
identique a celle de A & B :

(A= B) < ((non A) ou B) < non(A4 et non B)
(A& B) & (A= B) et (B= A))

La seconde équivalence justifie le schéma de rédaction en deux temps donné dans le cours.
6. La colonne de A et (non A) ne contient que des F :

‘Cette proposition est fausse quelles que soient les valeurs de vérité de A.

Une proposition toujours fausse est appelée une contradiction ; une proposition toujours vraie, comme
A ou (non A), est appelée une tautologie.

| EXERCICE 3 x

On applique les lois de De Morgan : la négation échange le « et » et le « ou », et nie chacun des
deux membres.

1. ‘x <0ouy=x1 2. ‘n est impair et n n’est pas premier‘

3. ‘aestirrationnelouaéO‘ 4. \x<0 ou x>1\

5. ‘n n’est pas divisible par 2 ou n n’est pas divisible par 3‘

6. ‘ (up) n’est pas croissante et n’est pas majorée‘

Piége : lanégation de « x > 0 » est « x < 0 », et non « z < 0 ». De méme, la négation de « x € [0 ;1] »
n'est pas « € |0 ;1] ».
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| EXERCICE 4 %%

1. On dresse la table de vérité :

A|B|nonA nonB| (nonA)ouB|A=1B
VIV F F Vv \Y
V| F F \Y F F
F |V Vv F \Y Vv
F|F Vv Vv Vv \4

Les deux dernieres colonnes coincident, donc :

(A= B) < ((non A) ou B)

2. On nie les deux membres de 1’équivalence précédente, puis on applique De Morgan :
non(A = B) < non((non A) ou B) < (non(non A)) et (non B)

Comme non(non A) équivaut & A :

non(A = B) < (Aet (non B))

3. La vérification est immédiate sur la table :

A| B| A= B | non(A= B) || Aet (non B)
V|V Vv F F
V| F F \% \4
F|V v F F
F|F A% F F

4. On applique la question 2 avec A: « x >2» et B: « 22 >4 » :

T >2 et :1:2<4

Piége : la négation d’une implication n’est pas une implication. Ecrire « si > 2 alors 22 < 4 » serait
une faute de logique.

5. Soit z un réel tel que z > 2. La fonction carré étant strictement croissante sur [0 ;+oo[, on
obtient 22 > 22 = 4, ce qui contredit z? < 4.

La négation est fausse pour tout réel x, donc I'implication de départ est vraie pour tout réel x. ‘

C’est la méthode générale : montrer qu’une implication est vraie, c’est montrer que « A et non B »
est impossible.
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IMPLICATION ET EQUIVALENCE

| EXERCICE 5 *

Lorsque A = B est vraie, A est une condition suffisante pour B, et B une condition nécessaire
pour A.
1. ’implication est vraie, donc :

Etre multiple de 6 est suffisant pour étre multiple de 3.

Etre multiple de 3 est nécessaire pour étre multiple de 6.

Réciproque Fausse : 3 est multiple de 3 mais pas de 6.
2. On applique les deux définitions :

x = 2 est suffisant pour z? = 4.

22 = 4 est nécessaire pour r = 2.

Réciproque Fausse : z = —2 vérifie 22 = 4 sans valoir 2.
3. On applique les deux définitions :

Etre un carré est suffisant pour étre un losange.

Etre un losange est nécessaire pour étre un carré.

Réciproque Fausse : un losange dont les diagonales sont de longueurs différentes n’est pas un carré.
4. On applique les deux définitions :

x > 0 est suffisant pour x > 0.

x > 0 est nécessaire pour x > 0.

Réciproque Fausse : x = 0 vérifie £ > 0 mais pas x > 0.
5. On applique les deux définitions :

Etre pair est suffisant pour avoir un carré pair.

Avoir un carré pair est nécessaire pour étre pair.

Réciproque Vraie : c’est le résultat démontré a la question 1 de 'exercice 8.

| EXERCICE 6 *

La réciproque de A = B est B = A; sa contraposée est (non B) = (non A).
1. On échange et on nie les deux membres :

Réciproque : si n est pair, alors n est un multiple de 4.

Contraposée : si n est impair, alors n n’est pas un multiple de 4.

L’implication est Vraie; la réciproque est Fausse, comme le montre n = 6.
2. On procede de la méme manieére :

Réciproque : si 2% > 4, alors z > 2.

Contraposée : si 22 < 4, alors z < 2.

L’implication est Vraie; la réciproque est Fausse, comme le montre x = —3.
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3. On procede de la méme manieére :

Réciproque : si n est impair, alors n est premier et n > 2.

Contraposée : si n est pair, alors n n’est pas premier ou n < 2.

L’implication est Vraie; la réciproque est Fausse, comme le montre n = 9.

Piége : la contraposée nie les deux membres et les échange. Nier « n premier et n > 2 » donne bien
un « ou », d’apres les lois de De Morgan.
4. On procede de la méme maniére :

Réciproque : si « + y est rationnel, alors x et y sont rationnels.

Contraposée : si x + y est irrationnel, alors x ou y est irrationnel.

L’implication est Vraie(question 1 de I'exercice 12); la réciproque est Fausse : x = v/2 et y = —/2
sont irrationnels et x +y = 0 est rationnel.

| EXERCICE 7 x %
1. Montrons que x> + y> =0 = (z = 0 et y = 0). Supposons z2 + y? = 0. Alors 2> = —y%. Or
2 >0 et —y? <0, donc 22 = 0, c’est-a-dire z = 0. On en déduit 32 = 0, donc y = 0.
Réciproquement, montrons que (x = 0 ety = 0) = 22 +y?> = 0. Siz = 0 et y = 0, alors
2?2 +1y2=0+0=0.

P 4+9y°=0 < (x=0ety=0)

2. Montrons le sens direct. Supposons (a + b)? = a? + b>. En développant le membre de gauche :
a’?+2ab+b* =a’>+b*> donc 2ab=0 donc ab=0

Réciproquement, si ab = 0, alors (a + b)? = a® + 2ab + b? = a? + b2,

(a+b)?=a?+b* < ab=0

3. Montrons que |z| < 3 = —3 < = < 3. Supposons |z| < 3. Si x > 0, alors z = |z| < 3 et
z>20>-3.Siz<0,alors —z = |z| <3, donc z > —3, et z < 0 < 3. Dans les deux cas, —3 < x < 3.

Réciproquement, supposons —3 < x < 3. Si > 0, alors |z| = x < 3. Sinon |z| = —x < 3 puisque
r > —3.

o] <3 <= —3<2 <3|

MODES DE RAISONNEMENT

| EXERCICE 8 *

1. La contraposée s’énonce : si n est impair, alors n
impair : il existe k € Z tel que n = 2k 4+ 1. Alors :

2 est impair. Démontrons-la. Supposons n

n? = (2k+1)% = 4k® + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1

Comme 2k? + 2k € Z, I'entier n? est impair. La contraposée étant établie :

Si n? est pair, alors n est pair.

2. La contraposée s’énonce : si a < 1 et b < 1, alors a +b < 2, la négation de « a > 1oub>1»
étant un « et » d’apres De Morgan. En additionnant membre a membre les inégalités strictes a < 1 et
b < 1, on obtient a + b < 2.

Sia+b>2, alorsa>1oub>1.
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3. La contraposée s’énonce : si n est impair, alors n> — 1 est divisible par 8. Supposons n = 2k + 1
avec k € Z. Alors :
n?—1=(n—-1)(n+1)=2kx (2k+2) =4k(k+1)

Or, parmi les deux entiers consécutifs k et k + 1, I'un est pair : le produit k(k + 1) s’écrit donc 2m
avec m € Z, d’ott n?> — 1 = 8m.

Si n? — 1 n’est pas divisible par 8, alors n est pair.

| EXERCICE 9 **

1. Supposons par I’absurde que v/3 soit rationnel. On peut alors écrire :

V3= L avec p € 7Z, q € N* sans facteur commun
q

En élevant au carré, il vient 3¢°> = p?. Ainsi 3 divise p?, donc 3 divise p d’aprés le résultat admis, et
p = 3p’ avec p’ € Z. En reportant :

3q2 — 9p/2 d?O.l\l q2 — 3p/2

Donc 3 divise ¢2, puis 3 divise ¢g. Mais alors p et ¢ admettent 3 comme facteur commun, ce qui contredit
le choix de p et gq.

V'3 est irrationnel.

2. On remarque que /8 = /4 x 2 = 2v/2. Supposons par I’absurde /8 rationnel. Alors :
V8
2=—
V2 2

serait le quotient de deux rationnels, donc un rationnel, ce qui contredit U'irrationalité de v/2.

V/8 est irrationnel.

3. La démonstration de la question 1 reposerait sur I'implication si 4 divise p?, alors 4 divise p.

Cette implication est fausse : p = 2 vérifie 4 | p* = 4 sans que 4 | 2.

Le raisonnement s’arréte donc dés la troisieme ligne — et heureusement, puisque /4 = 2 est rationnel.

| EXERCICE 10 * x

1. Les carrés d’entiers naturels inférieurs a 3 sont 0 et 1, et les sommes possibles sont 0, 1 et 2.
Prenons n =3 :

‘n = 3 n’est pas somme de deux carrés d’entiers naturels.

2. Prenonszc=y=1:
V124+12=v2~1414 e 1+4+1=2

‘:L’ =y=1 convient.‘

3. Prenons z =1 : on a 2? = 1, qui n’est pas strictement supérieur a 1.

‘x =1 convient (ou tout x de [0 ;1]). ‘

4. Prenons n = 4 : il est divisible par 2 et par 4, mais 4 = 8 x 0,5 n’est pas un multiple de 8.

’ n = 4 convient. \
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5. Prenonsa=1et b= —1":

la+0b] =10/ =0 et la| + b =14+1=2

‘a =1 et b= —1 conviennent. ‘

6. Le plus petit nombre premier est pair :

’2 est premier et pair. ‘

7. Prenons n = 41 :

417 441 +41 =41 x (41 +1+1) =41 x 43 = 1763

n = 41 convient : 1763 n’est pas premier.

Cet exemple mérite d’étre médité : n? + n + 41 est premier pour toutes les valeurs de n de 0 &
40. Quarante-et-un exemples successifs ne démontrent rien, alors qu'un seul contre-exemple suffit a
conclure — c’est exactement ’asymétrie signalée par le cours.

| EXERCICE 11 xx

x
1. Supposons par I'absurde que x # 0. Comme x > 0, on a donc x > 0. Posons ¢ = 5 qui est un

réel strictement positif. L’hypotheése appliquée a ce € donne :

r < donc <0 donc <0

N8

x
2
ce qui contredit x > 0. L’hypotheése z # 0 est donc fausse.

=0

On remarque que le réel € = § est exactement celui qu’utilise le cours dans la démonstration par

contraposée : les deux rédactions manipulent les mémes objets, seule leur mise en sceéne differe.
2. Prenons z = —1. Pour tout réel € > 0, on a —1 < 0 < ¢, donc x < €; pourtant x # 0.

x = —1 convient : 'hypothese x > 0 est indispensable. ‘

3. Prenons x =1 et ¢ = 2 : il existe bien un réel € > 0 tel que = < ¢, et z # 0.

Non, le résultat tombe en défaut. ‘

C’est le « pour tout » qui porte toute la force de I’hypothese : il oblige = a étre plus petit que des réels
arbitrairement proches de 0.

| EXERCICE 12 * % %

/
1. Soient r et r’ deux rationnels : il existe p,p’ € Z et q,¢ € N* tels que r = Dot = ]l/ Alors :
q q

,_pd +Pq
qaq’

v

et rr ;
qq

r+r

Les numérateurs sont entiers et les dénominateurs sont des entiers naturels non nuls.

La somme et le produit de deux rationnels sont rationnels. ‘

2. Supposons par 'absurde que r + x soit rationnel, et notons s = r + x € Q. Alors :

r=S8—7T
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est la somme des deux rationnels s et —r, donc un rationnel d’apres la question 1 : cela contredit
Iirrationalité de .

r + x est irrationnel. ‘

3. On procéde de la méme maniére. Supposons rz = s avec s € Q. Comme r # 0, on peut écrire :

S
€r = —
r

1
qui est le produit des rationnels s et —, donc un rationnel : contradiction.
r

’rx est irrationnel. \

4. Le nombre /2 est irrationnel, et —/2 l'est aussi d’apres la question 3 appliquée a r = —1. Or :

V2+(=v2)=0€Q et V2xv2=2€Q

Non : ni la somme ni le produit de deux irrationnels ne sont nécessairement irrationnels.

5. Sir =0, alors rx = 0, qui est rationnel quel que soit x.

L’énoncé serait faux sans ’hypothese r # 0. ‘

On retiendra la structure commune aux questions 2 et 3 : I'’ensemble Q est stable par somme et par
produit, ce qui permet de « revenir en arriere » et d’obtenir la contradiction.

ENSEMBLES ET QUANTIFICATEURS

| EXERCICE 13 *

1. On énumere les éléments :

(@) [{-3; —2; -1 05 1; 2; 3}] (b) [{1;2;3;4;6; 12}

()| {-+v2; v2} (d)[2]

Le cas (d) n’est autre que l'irrationalité de /2 : aucun rationnel n’a pour carré 2.
2. On donne une propriété caractéristique :

(a)|{n®|neNet1<n<5} (b) [{n€Z| Ik €Z n=2k}|

@[z eR||le-3/<1}=[2:4]

| EXERCICE 14 x

Le symbole € relie un élément a un ensemble, le symbole C relie deux ensembles. Les éléments de
E sont 1, 2, {3} et {1;2}.

1.[1 € E seulement| 2. ‘ {1} cE seulement‘ 3.[3 : aucune des deux|

4.‘{3}€Eseulement‘ 5.’{1;2}€E et {1;2}CE‘

6.|2 C Eseulement|  7.|{{3}} C E seulement 8.1{2;{3}} C E seulement

Justifions les cas délicats.
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3. L’entier 3 n’est pas un élément de E : seul I’ensemble {3} l'est. Et 3 n’étant pas un ensemble,
I’écriture 3 C E n’a pas de sens.

e 4. On a {3} € F puisque {3} figure dans la liste. En revanche {3} C E signifierait 3 € E, ce qui
est faux.
e 5. L’ensemble {1 ;2} figure dans la liste, donc {1 ;2} € E'; et comme 1 € F et 2 € E, on a aussi

{1 ;2} C E. Les deux relations sont vraies simultanément, ce qui montre qu’elles sont
indépendantes I'une de 'autre.

6. L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble, mais il ne figure pas dans la liste des éléments
de F.

7. On a {{3}} C E car son unique élément, {3}, appartient & E.

| EXERCICE 15 *

. Pour tout réel z, x220d0n0x2+1>1>0:
. D’aprés ce qui précede, 22 + 1 > 1 ne s’annule jamais :

. L’entier n = 0 appartient a N et vérifien < 1 :

. Prenons n = 0 : tout entier naturel m vérifie 0 < m :

. Soit x € R. Posonsy:—w:alorsx+y:():

. Supposons qu'un tel y existe. Appliqué a = = 0, il donne y = 0; appliqué a x = 1, il donne
y = —1. C’est contradictoire :

1

7. Soit x un réel non nul. Posons y = — : alors zy = 1 : | Vraie
x

8. C’est I'irrationalité de v/2, démontrée dans le cours : | Fausse

Piége : les propositions 5 et 6 ne different que par 'ordre des quantificateurs, et n’ont pourtant pas la
méme valeur de vérité. Dans la cinquieme, y peut dépendre de x ; dans la sixieme, un méme y devrait
convenir pour tous les x.

S UL R W N =

| EXERCICE 16 *

On applique la propriété 2 du cours : nier échange V et 3, et fait descendre la négation sur la
proposition finale.

1.3z €eR, 2 <z 2.|VneN, n?#£2

3. axem,vyem,ygx\ 4.\VMeR,3neN,un>M

5.3z € E, (P(z) et non Q())

6./3e >0, YN EN, In >N, [u, — (| >¢|

La question 5 utilise la négation d’une implication établie a 'exercice 4 : non(P = @) équivaut a P
et non Q.

La question 6 est la négation de « la suite (u,) converge vers £ ». On observera que les quantificateurs
se renversent tous, dans l'ordre ou ils apparaissent, et que seule 'inégalité finale est niée. C’est le
mécanisme le plus important du chapitre.
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| EXERCICE 17 xx

1. Dire que f est majorée, c’est dire qu’il existe un réel qui majore toutes les valeurs de f :

f majorée : AM € R, Vz € R, f(x) < M
Négation : VM € R, Jx € R, f(z) > M

2. La proposition porte sur toutes les valeurs de f :

f ne s’annule jamais : Vo € R, f(z) #0
Négation : 3z € R, f(x) =0

3. La proposition porte au contraire sur une valeur de f :

f n’est pas la fonction nulle : 3z € R, f(x) #0
Négation : Vo € R, f(z) =0

Piége : les propositions 2 et 3 sont souvent confondues, alors qu’elles sont la négation I'une de I'autre.
« Ne s’annule jamais » porte un V, « n’est pas la fonction nulle » porte un 3.
4. Chaque entier naturel doit étre atteint, par un antécédent qui peut dépendre de lui :

f atteint toutes les valeurs de N : Vn € N, Jx € R, f(z) =n
Négation : I3n € N, Vx € R, f(z) #n

5. La fonction f est impaire lorsque Vz € R, f(—z) = —f(x). Sa négation donne :

f n’est pas impaire : 3z € R, f(—x) # —f(z)
Négation : Vz € R, f(—x) = —f(x)

6. Dire que f admet un minimum, c’est dire qu’il existe un réel a en lequel f prend une valeur
inférieure a toutes les autres :

f nadmet aucun minimum : Va € R, 3z € R, f(z) < f(a)
Négation : Ja € R, Vz € R, f(a) < f(x)

Piége : le minimum doit étre atteint. Ecrire Im € R,Vz € R,m < f(z) traduirait « f est minorée »,
ce qui est plus faible : la fonction z — e* est minorée par 0 sans admettre de minimum.

| EXERCICE 18 *x

1. (a) Soit z € R. Posons y = —x : alors z + y = 0. La proposition est

(b) Supposons qu’un tel y convienne pour tous les z. Pour = 0 il donnerait y = 0, pour z = 1 il
donnerait y = —1 : c’est impossible. La proposition est

2. (a) Soit x € R. Posons y = 0 : alors xy = 0. La proposition est

(b) Posons y = 0. Pour tout réel x, on a zy = 0. La proposition est

Ici, un méme y convient pour tous les z : les deux propositions sont vraies. Avec la question 1, on
dispose donc d’un exemple ou elles different et d’'un exemple ou elles coincident.

3. Supposons Jy € R, Vz € R, P(x ;y), et notons yy un tel réel : on a donc P(x ;) pour tout
x € R. Soit maintenant = € R. Le réel yq vérifie P(z ;yo), donc il existe bien un réel y tel que P(x ;y).
Ceci valant pour tout x :

(Ely eER, VzreR, P(x ;y)) = (Vx eER, JyeR, Pz ;y))
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4. On conclut :

Dans Vz, dy, le réel y peut dépendre de z, alors que dy, Vx impose un méme y pour tous.

La question 1 le montre : le seul y possible est y = —x, qui change avec x.

INCLUSION ET EGALITE

| EXERCICE 19 x

1. Soit n € Miq : il existe k € Z tel que n = 12k. Alors n = 6 x (2k) et n = 4 x (3k), avec 2k et
3k entiers. De méme, si n = 6k, alors n = 3 x (2k).

‘M12CM6 ;o Mppc My MGCM?)‘

2. On exhibe un contre-exemple dans chaque sens : 6 € Mg mais 6 ¢ My, et 4 € My mais 4 ¢ M.

\Aucune des deux inclusions n’est vraie. \

3. Supposons My C My. Comme k = kx 1€ My, onak € My, donc ¢ divise k. Réciproquement,
si k = ¢m avec m € Z, alors tout n = kq s’écrit n = ¢(mgq), donc n € M,.

M C My < ¢ divise k‘

On notera 'inversion : plus k est grand au sens de la divisibilité, plus My est petit.
4. (a) : tout entier naturel est un entier relatif, tout entier relatif n s’écrit 7, et tout
rationnel est un réel.

(b):siOéxél,alorsOéxéQ.
(c) : 'unique élément de {0} est 0, qui appartient a N.
(d) : 0 est un élément et non un ensemble; il faut écrire 0 € N.

| EXERCICE 20 x %
1. Soit z € R tel que |z — 1| < 2. Alors -2 <z —1<2,dou -1 <z <3:doncze[-1;3]
Réciproquement, soit z € [—1;3]. Alors —1 <z < 3, d’ou —2 < x — 1 < 2, c'est-a-~dire |[x — 1| < 2.

[{zeR||lz—1]<2}=[-1;3]]

2. Soit n € Z tel que n? < 4. Si |n| > 3, alors n2 > 9 > 4 : on a donc |n| < 2, c’est-a-dire
ne{-2; —-1;0; 1;2}.

Réciproquement, chacun de ces cing entiers vérifie n? < 4, les carrés valant respectivement 4, 1, 0,
1 et 4.

neZ|n*<4}={-2;-1;0;1;2}

3. On factorise : 72 — 3x +2 = (x — 1)(z — 2).

Soit z € R tel que (x —1)(x —2) < 0.Siz < 1,alors z —1 < 0 et z —2 < 0, donc le produit est
strictement positif. Si x > 2, les deux facteurs sont strictement positifs et le produit I’est aussi. Ces
deux cas étant exclus, ona 1 <z < 2.

Réciproquement, si 1 < x < 2,alorsx — 1> 0 et x — 2 < 0, donc le produit est négatif.

{reR|2?-3x+2<0}=[1;2]
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OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

| EXERCICE 21 *

1. On applique les définitions des trois opérations :

ANB={3;4} ; AUuB={1;2;3;4;5;6}
A\B={1;2} ; B\A={5;6} ; A={5;6;7;8}

On remarque au passage que A\ B et B\ A sont différents : la différence n’est pas symétrique.
2. On procede de la méme maniere :

(AUB)NC={2;4;6} ; ANBNC={4} ; (ANB)UC={2;3;4;6; 8}

3. On calcule séparément les deux membres :
AUB=F\{1;2;3;4;5;6}={7; 8}

ANB={5;6;7;8N{1;2;7;8 ={7;8}

‘Les deux ensembles coincident, conformément aux lois de De Morgan. ‘

4. On raisonne sur les bornes des deux intervalles :

INJ=]1:5] ; TUJ=[-2;400] ; R\J=]-o00;1] ; I\J=[-2;1]

Piége : la borne 1 est exclue de J, donc elle appartient & R\ J et a I \ J : les crochets se retournent
au passage au complémentaire.

| EXERCICE 22 *

(a)[ANB] (b)|A\B=ANB (c)|[ AUB =4NnTB]
(d)|[(AUB)\(ANB) ou (A\B)U(B\A4)]

Pour (c), les deux écritures correspondent aux deux fagons de lire la zone : « ce qui n’est pas dans la
réunion » ou « ce qui est & la fois hors de A et hors de B ». Leur égalité est précisément la loi de De
Morgan démontrée dans le cours.

Pour (d), la premiére écriture retire de la réunion la partie commune, la seconde réunit les deux
« croissants ». Cet ensemble est étudié en détail a ’exercice 30.

| EXERCICE 23 *

La lecture du diagramme donne :

A={as;d;e; f} B={c;d;e; gt C={e; f;g;h}

et donc, les complémentaires étant pris dans F :
A={bs;c;g9;n} B={a;b; f;ht C={a;d;c;d}

1. L’élément g n’appartient pas a A, donc pas a AN B :
2. L’élément g appartient & B, donc pas a B :

3. L’élément g n’appartient pas a A, donc g € A, et il suffit d’appartenir & I'un des deux ensembles
d’une réunion :

4. 1’élément f appartient & la foisa A et a C :
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5. [’élément e appartient aux trois ensembles A, B et C :
6. Les éléments h et b n’appartiennent ni & A ni & B :
7.0naa€ Aet f € A, donc les deux appartiennent & AUC :
Piége : les assertions 1 et 2 sont fausses pour des raisons différentes — la premiére parce que g ¢ A,

la seconde parce que g € B. Il ne suffit pas de constater qu’une assertion est fausse, il faut dire quel
facteur la met en défaut.

| EXERCICE 24 * *

1. Soit x € E. On enchaine les équivalences :

reFNG r ¢ FNG
non(z € F et z € G)
x¢F oux¢G
reF ouz€eq@

reFUG

[

la troisiéme équivalence provenant des lois de De Morgan de la propriété 1.

[ FnG=FuUG

2. Premiére inclusion. Soit x € (F'N G) U H. Deux cas se présentent.
e Size FNG,alorsx e Fetz e G,doncee FUH et x € GUH.
e SizxeH,alorsc e FUHetz e GUH.

Dans les deux cas, z € (FUH)N(GUH).
Réciproquement, soit x € (FUH)N(GUH).Six € H,alors z € (FNG)UH. Sinon « ¢ H : de
x € FUH ontirexz € F et dex € GUH on tire x € G, donc x € FNG, et a fortiori z € (FNG)UH.

(FNG)UH =(FUH)N(GUH)|

3. Premiére inclusion. Soit n € Mg : il existe k € Z tel que n = 6k = 2(3k) = 3(2k), donc
n € Mg N Ms.

Réciproquement, soit n € My N Mas. 1l existe k € Z tel que n = 3k, et n est pair. Si k était impair,
alors n = 3k serait le produit de deux entiers impairs, donc impair : c’est exclu. Ainsi k est pair,
k=2m avec m € Z, et n = 6m € Msg.

MoN Mz = Mg

| EXERCICE 25 xx

Démontrer les six équivalences séparément demanderait douze implications; la chalne n’en de-
mande que quatre.

(¢) = (¢¢) Supposons A C B. L’inclusion AN B C A est toujours vraie. Réciproquement, soit x € A :
alors © € B par hypothese, donc x € AN B. Dot AN B = A.

(2¢) = (44%) Supposons AN B = A. L’inclusion B C AU B est toujours vraie. Réciproquement, soit
r€e€AUB. Six € B, cest fini. Sinonx € A=ANDB,doncz € B. Dou AUB = B.

(¢¢¢) = (4v) Supposons AU B = B, et soit x € A\ B. Alors x € A, donc x € AU B = B, ce qui
contredit = ¢ B. L’ensemble A\ B n’a donc aucun élément.

(tv) = (2) Supposons A\ B =@, et soit x € A. Siz ¢ B, alors x € A\ B = &, ce qui est absurde.
Donc x € B, et A C B.
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‘Les quatre propositions (4), (i), (77) et (iv) sont équivalentes. ‘

La chaine étant fermée, chacune entraine toutes les autres en la parcourant : par exemple (iii) = (i7)
s’obtient en passant par (iv) puis (7).

| EXERCICE 26 ** *
1. On utilise les inclusions toujours vraies AC AUBet BNC C B :

AC AuUB = BnC C B
On procede de la méme maniere avec B C AUB et BNC C C

B c AUB = BnC c C

2. Soit x € B. Alorsx € AUBC AUC,doncxz € Aoux e C.

e Six € C, la conclusion est acquise.

e Size A alorsx € AN B puisque x € B.Or ANB C ANC, donc x € ANC et en particulier
xeC.

(AUBCAUCet ANBCANC) = BcCC

3. Supposons BNC C A, et soit v € BNA:onaxz€Betx¢ A. Siz ¢ C,alorsz € BNC C A,
donc z € A : c¢’est contradictoire. Donc x € C.

\Bm@cA = BOZCC‘

4. Sens direct. Supposons ANB = ANC,etsoitz € ANB:onax € Aetx ¢ B.SixeC,
alors z € ANC = AN B, donc x € B : c’est contradictoire. Donc = ¢ C, c’est-a-dire v € ANC. On a
montré AN B C AN C, et Pautre inclusion s’obtient en échangeant les roles de B et C.

Réciproque. Le sens direct vient d’étre établi pour toutes les parties B et C' de E. Appliquons-le a
BetC:de ANB=ANC,il vient ANB=ANC, cest-a-dire ANB=ANC.

ANB=ANC < ANnB=ANnC

Cette réciproque « gratuite » mérite d’étre notée : plutdét que de refaire la démonstration, on applique
le sens direct a d’autres ensembles bien choisis.
5. Soit x € B. Alorsx € AUB=AUC,doncz € Aoux eC.

e Six € C, la conclusion est acquise.
e SizeAjalorsr e ANB=ANC, donc x € C.

Ainsi B C C. Les hypotheses étant symétriques en B et C', le méme raisonnement donne C' C B.

(AUB=AUC) et (ANB=ANC) = B=C

On remarquera que chacune des deux hypotheses seule est insuffisante : avec A = E, la premieére est
toujours vraie; avec A = &, la seconde l'est aussi.

6. Montrons C C A. Soit x € C. Alors t e CUD =AUB,doncx € Aouz € B. Six € B, alors
x € D puisque B C D, donc z € CND = @ : c’est absurde. Donc z € A. Avec I’hypothése A C C, on
obtient A = C.

Montrons D C B. Soit x € D. Alors x e CUD = AUB,doncx € Aoux € B. Siz € A, alors
x € C puisque A C C, donc x € CND = @ : c’est absurde. Donc = € B. Avec I’hypothese B C D, on
obtient B = D.

|[A=C et B=D]
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C’est 'hypothése C N D = @ qui fait tout le travail : elle interdit & un élément d’étre a la fois dans C
et dans D, donc de « passer » d’un ensemble & l'autre.

PARTIES D'UN ENSEMBLE ET PRODUIT CARTESIEN

| EXERCICE 27 x %

1. On range les parties par nombre d’éléments croissant :

a0 élément : ©

alélément : {a}; {b}; {c}; {d}

a 2 éléments : {a;b}; {asch; {a;d}; {bsc}; {b;d}; {c;d}
a 3 éléments : {a;b;c}; {a;b;d}; {a;c;d}; {b;c;d}

a 4 éléments : FE

On compte 1 +4 4 6 + 4 + 1 = 16 parties, et 2% = 16 : le résultat du cours est vérifié.
2. Une partie de E contenant a s’écrit de fagon unique {a}U X, ou X est une partie de {b; c; d}.
En lisant la liste précédente, ce sont :

{a}; {a;b} 5 {asc} s {a;d}; {asb;c} s {a;b;d} 5 {a;c;d} 5 E

Il y en a 8, soit exactement le nombre d’éléments de P({b; c¢; d}) = 23,

Le procédé « ajouter a » associe & chaque partie de {b; ¢ ; d} une et une seule partie de F' contenant
a : les deux collections ont donc le méme nombre d’éléments.

3. (a) : @ est une partie de E, donc un élément de P(E).
(b) : ensemble vide est inclus dans tout ensemble, en particulier dans P(E).

(c) : E est une partie de lui-méme.
(d) : a est un élément de E, pas une partie. C’est {a} qui appartient & P(E).
(e) : {a} est bien une partie de FE.

(f) : Punique élément de {{a}} est {a}, qui appartient & P(E) d’apres (e).

Piége : les affirmations (a) et (b) sont toutes deux vraies mais ne disent pas la méme chose. Dans
P(E), 'ensemble vide joue les deux roles : il en est un élément, et il en est aussi une partie.

| EXERCICE 28

1. On énumere tous les couples :

ExF={(1;a); (1;0); (2;a); (2:b); (35a); (3;0)}
FxE={(a;1); (a;2); (a33); (b;1); (b;2); (b;3)}

Chacun compte 3 x 2 = 6 éléments. En revanche ils ne sont pas égaux : (1;a) € E' x F mais (1;a) ¢
F x E, car la premiere coordonnée d’un élément de F' x E appartient a F'.

Méme nombre d’éléments, mais F x F' # F x E. ‘

2. Un élément de F x F a sa premiere coordonnée dans E, un élément de ' x F I’a dans F'. Comme
ENF = @, aucun couple ne peut appartenir aux deux :

[(ExF)N(F x E)=2|

3. Un couple (x;y) appartient a [0;2] x [1;3] lorsque 0 < x <2 et 1 <y < 3.

‘C’est le rectangle plein de sommets (0;1), (2;1), (2;3) et (0;3), cdtés compris.
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4. Sens direct, par contraposée. Supposons A # & et B # &. On peut alors choisir a € A et b € B,
et le couple (a;b) appartient & A x B, qui n’est donc pas vide.

Réciproque. Si A = @, il n’existe aucun = € A, donc aucun couple (z;y) avec x € A : le produit
est vide. Il en va de méme si B = &.

AXB=@ < (A=0 ou B =0)

5. Soit (x;y) € Ax B. Alors x € A C E, donc z € E; et y € B C F, donc y € F. Ainsi
(x;y) €e ExF.

|AXxBCExF|

EXERCICES DE SYNTHESE

| EXERCICE 29 : VRAI OU FAUX

1. Les deux derniéres lignes de la table de vérité de I'implication donnent V lorsque A
est fausse, quelle que soit B. Une hypothese fausse permet de conclure n’importe quoi.

2. Les lois de De Morgan échangent le « et » et le « ou » : la négation est « x < 0 ou
y < 0». Le couple x = —1, y = 1 met 'affirmation en défaut.

3. C’est le résultat du cours : démontrer une implication ou sa contraposée, c’est dé-
montrer la méme chose.

4. L’implication « si n est multiple de 4, alors n est pair » est vraie, sa réciproque est
fausse (exercice 6).

5. Un exemple ne démontre rien pour une proposition universelle. L’exercice 10 en
donne T'illustration la plus frappante : n? + n + 41 est premier pour n allant de 0 & 40, et cesse de
I’étre en 41.

6. L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble, donc c’est une partie de F, donc un
élément de P(E).

7. Il en possede 2", et non 2n. Pour n = 4, 'exercice 27 en dénombre 16 et non 8.

8. C’est la remarque finale du cours : deux V consécutifs, ou deux 3 consécutifs, peuvent
étre permutés. Seuls des quantificateurs de natures différentes ne le peuvent pas.

9. « A ou B » est vraie dés que I'une des deux ’est, y compris lorsque les deux le sont.

10. C’est la loi de De Morgan ensembliste, démontrée dans le cours et vérifiée sur un
exemple a ’exercice 21.
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| EXERCICE 30 * % *
1.0na A\B={1; 2} et B\A={5; 6}, dou:

\AAB:{1;2;5;6}\

2. C’est la zone formée des deux « croissants », c’est-a-dire la réunion privée de l'intersection :

‘ Le diagramme (d). ‘

3. Notons P la proposition « x € A » et Q la proposition « x € B ». Par définition de la réunion
et de la différence :

r € AAB <= (Petnon Q) ou (Q et non P)

Comparons cette proposition & (P ou Q) et non(P et Q) par une table de vérité :

P | Q| (Petnon@)ou(Qetnon P) | Pou@ | non(PetQ) || (Poug@)etnon(P et Q)
VIV F Vv F F
V|F A% A% v \Y
F|V A% A% \Y% \Y
F|F F F \Y F

Les deux colonnes encadrées coincident, ce qui établit I’équivalence demandée :

r€AAB «— ((meruxeB)etnon(xeAetxeB))

4. On traduit chacun des deux membres du « et » :
(reAour€eB) < xz€ AUB et non(r € Aetx € B) < x¢ ANB

La question 3 se relit donc : © € AA B si et seulement si x € AUB et x ¢ AN B, ce qui est la
définition de la différence.

|AAB=(AUB)\ (AN B)|

5. On applique la question 4 :
AAA=(AUA)\(ANA)=A\A=0
AN =(AU@)\(ANng)=A\o=A
AAE=(AUE)\(ANE)=E\A=4

AANA=2 ; AA=A ; AAE=A

6. Sens direct. Supposons AA B = @&. D’apres la question 4, cela signifie AU B C AN B. Or les
inclusions AN B C A C AU B sont toujours vraies, donc :

AUBCANBCACAUB

Toutes ces inclusions sont donc des égalités, et A = A U B. Le méme raisonnement avec B donne
B=AuUB,dou A=B.
Réciproquement, si A = B, alors AAB = AA A= @ d’apres la question 5.

AAB=o < A=2B

7. La question 3 montre que x appartient & A A B lorsque = appartient & A ou a B, mais pas aux
deuz. C’est exactement le sens du « ou » du langage courant dans « fromage ou dessert » : I'un des
deux, a I'exclusion de 'autre.

La réunion A U B correspond au « ou » inclusif des mathématiques,

la différence symétrique A A B au « ou » exclusif du langage courant.

C’est pourquoi le cours prend soin de préciser que le « ou » mathématique est inclusif : le « ou »
exclusif existe bien, mais il porte un autre nom et se note autrement.
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