EXERCICES - CHAPITRE 6

I PRIMITIVES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

* application directe

* % Mmise en ceuvre

PRIMITIVES ET INTEGRALES

*xx probléme  xx** probléme long, en autonomie

| EXERCICE 1 *

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes, en précisant un intervalle sur lequel

on travaille.

(a) o+ 5x3 =3z +7

(b) x — 2cosx — 3sinx

(c)a:b—>i—i-é—i-3
N R
T +5

(d) =~

| EXERCICE 2 *

e) x e4x+3 . 1
(€) 2= ®) 2 +9
f) x — cos 3334—z . 1
(f) = ( 3) i) S
5
() 2= (2o +1) (k) xb—>ch(2m)+sh§
3
(h) fEH\/ﬁ (1) =~ tan?x

Reconnaitre une dérivée de fonction composée, et en déduire une primitive de chacune des fonctions

suivantes sur un intervalle convenable.

(d) =+ cosz sinz

1
(e) e zlnx

(f) z+— 3zv1+ 22

sin x sin(2x)
(8) x— 1+ cos?x (m) 1+ cos?z
cos(In z) 1
(h) z+— —— (n) =+
z NEE
. sinz oy
() s 20T (0) s ee™He
. 1
() z— V1 —22 -
1 (p) @ zvV1+Inz
) @ z(lnx)? (@) z+— (3z—1)(32%—22+3)3
z2 e’
H J—
We= i o) V1—e2
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| EXERCICE 3 **

Hde = [—1}1_1 = —2 ».

1. Un éleve écrit : « une primitive de =z — :%2 est x — —%, donc /
x

2
-1
Pourquoi ce résultat est-il absurde ? Ou est 'erreur ?

2. Déterminer toutes les primitives de z % sur R*. Combien de constantes faut-il ?

3. Déterminer la primitive de x — ﬁ sur | — 1, 1] qui s’annule en 0, puis les primitives de cette
fonction sur R\ {—1,1}.

| EXERCICE 4 **

Soit f : R — R continue. Justifier que les fonctions suivantes sont dérivables, et calculer leur
dérivée.

(a) Glzx»—>/0x2f(t)dt (c) nga:H/;f(Hw)dt
2

(b) Go:ars [ F(t)dt (d) G4:m»—>/oz(:v—t)f(t)dt

xT

Indication : pour Gs, effectuer d’abord un changement de variable ; pour G4, développer.

| EXERCICE 5 %
Soit a < b deux réels et f : [a,b] — R continue.

—_

b
. On suppose f >0 et / f = 0. En étudiant une primitive de f, montrer que f est nulle.
a

b b
2. Déterminer les fonctions f continues sur [a, b] telles que / f= / ||
a a

w

B
. On suppose que / f =0 pour tous «, 3 de [a,b]. Montrer que f est nulle.
(6%
b
4. Montrer que si / f? =0, alors f = 0. Cette conclusion subsiste-t-elle si ’on suppose seulement

/abfzm :

| EXERCICE 6 **
Soit f: R — R continue et T" > 0.

1. On suppose f T-périodique. Montrer que f admet une primitive T-périodique si et seulement si

T
/ f = 0. Une primitive de z — cos® z peut-elle étre périodique ?
0

x+T
2. On suppose que la fonction x — / f(t) dt est constante. Montrer que f est T-périodique.
X
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| EXERCICE 7 %%

shx
On pose, pour x # 0, p(z) = — et ¢(0) = 1, de sorte que ¢ est continue sur R ; on pose ensuite,

2x
pour tout réel x, F(z) = o(t) dt.

x

1. Etudier la parité de F.
sh(2x) —shx

2. Justifier que F est dérivable sur R, et montrer que F’'(z) = —_pourz #0.
3. En déduire les variations de F.
| EXERCICE 8 * * *
Encadrements d’intégrales.
1. Montrer que, pour tout entiern > 1, 1 — L g / b <
n+ o 1+4+1t"

2. Montrer que, pour tout entier n > / ( < 2 .

n+1 n+1
3. En comparant % et % sur [e, 7], montrer que / d— e , puis que 7° < e”

| EXERCICE 9 ** *
 est plus petit que %
1. Vérifier que z4(1 — z)* = (1 + 22) (2 — 42 4 52* — 42% +4) — 4.

1 1:4(1 —37)4
2. En dédui _—
1 deduire que/o 1+J;2

3. Calculer / 1 2*(1—2z)* dz, et en encadrant — sur [0, 1], montrer que 1979 T < w . Quelle
: ’ 1+z2 s+ q 630 \ X 1260

Tr=— —, puis que ™ < —.
7 T Pued 7

précision obtient-on ainsi?

CALCUL DE PRIMITIVES ET D'INTEGRALES

| EXERCICE 10 *

Calculer les intégrales suivantes.

/3 Loy d
(a) /0 (1 — cos3zx)dz (e) /0 1A%

N3 In3 %

. 2 f

(b) /0 xsin(z?) dx (f) /0 1o dz

2 e2 d

Vinz da () / 1:17
x e wlnzx

/4 /2
(d) / tan z dx (h) / sin?z cosz dx

0 0
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| EXERCICE 11 x

Déterminer une primitive des fonctions rationnelles suivantes, sur un intervalle ne contenant aucune
racine du dénominateur.

1 1 r+4
s d) — =
(@) T 0 O | (&) 27
rz+1 1 3xr+2
) P — - ny 2rTe
()x2—7x—|—10 (e) 2024+ +1 ():1:2—|—x+1
1 1 20+ 1
s n — - L
(c) 2 —6x+9 ® 24+ 4x+5 (0) 22 4+x—3

| EXERCICE 12 xx

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer des réels a, b, ¢, d tels que ’égalité indiquée soit
vraie, puis en déduire une primitive sur l'intervalle indiqué.

5x2 + 21z + 22 a b Ny .
(a) CENCEEE =3 + p + CEEE sur |1, 4o0[; on donnera la primitive qui s’annule
en 2.
202 —3x +4 b c
b) ——— = 1 .
(b) @17 a+m_1+(x_1)2sur] , F00]
(c) = x e — ( ‘12)2 4 TP sur |2, +oo[; retrouver le résultat en reconnaissant une dérivée
x? — T — x
composée.
1 a b c
d = —1,1].
()1—564 1—93+1+:1c+1+x28ur} Al

| EXERCICE 13

Calculer les intégrales suivantes, en décomposant ou en mettant sous forme canonique.

3 t+1 4 dz 1 dx
@ [ O © [ s
2 t(t?2—1) 3 22 —3x+2 122422 +5

| EXERCICE 14 * *

1. Déterminer une primitive de x + e?**sin(3z) et de x + chxcosz de deux facons : & l'aide de
I’exponentielle complexe, puis par deux intégrations par parties successives.

™

2T
2. Calculer/ e’ sin(2z) dz et/ e “sin’ z d.
0

0

2 3

3. Déterminer une primitive de z + sin® z, de z + cos* xsin? x et de = +— cos(3z) cos® .

1 2T
4. Calculer la valeur moyenne . / cost cos(2t) cos(3t) dt.
™Jo
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| EXERCICE 15 x

Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d’une ou de plusieurs intégrations par parties.

1 2 1y
(a) /0 t2el dt (d) /1 (114_3)2 dt (g) /0\/g 2% Arctan z dz
(b) /1 Plntdt () /0 et at (h) /1 ’ ln(ltjt) dt

T 1
(c) /0 tsin(3t) dt (f) /Ol(Arcsin x)? dz (i) /0 z(Arctan z)? dz

| EXERCICE 16 *

Déterminer une primitive des fonctions suivantes a ’aide d’une intégration par parties.

(a) x — Arctanzx (d) z~ (zlnz)? (g) x> zsin®x

. x
(b) x — Arcsinzx (e) =+ p—p (h) x — x Arctanx
(c) =+ In(1 + 22) (f) 2 — xchx (i) x +— sin(lnx)

| EXERCICE 17 * *

™ ™
1. Calculer I = / x cos? z dz, puis en déduire habilement J = / zsin? z dz.
0 0

™

2. Calculer/ 22e” cos x du.
0

3. Pour tout entier n > 1, déterminer une primitive de = — (Inz)" sur |0, +oo[, sous la forme
x P,(Inx), ot 'on exprimera la suite de fonctions polynomiales (P,) par une relation de récur-
rence, puis par une formule explicite.

| EXERCICE 18 *

Calculer les intégrales suivantes a ’aide du changement de variable indiqué, ou d’'un changement
de variable bien choisi.

W [T, v @ [ e

Vi t+1
(b) /oﬂl—slcn()i%dt’ x = cost (h) leeﬁdx
e dt In2
(c) /1 TS x=Int (i)/o Ver —1dzx
(d) /1dt, z=cl () /1 V1 — 22 dx
o 1+et 1

© [ ar e=vi o
e ——dt, x= e
Lt 1 (k>/0x6+1dx

e

1 dx e
(f) /1/3(96-1-1)\/5 (1)/1 sin(Int) dt
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| EXERCICE 19

Déterminer une primitive des fonctions suivantes a I’aide d’un changement de variable.

1

chzx
1

e’ +1
1
x+ z(Inx)?

(d) x — cos/x

(a) z—

(b) x

(c) x—

| EXERCICE 20 *x

Calculer les intégrales suivantes.

1 2
(a) / zxe” dx
0

(b) /Olzcexdx
(c) /lelnxdac

X

(d) / xlnxdr
1
oz

(€) /0 1+ 22 dz

12
f d
()/0 1+ 22 o

1
(2) / x Arctan z dx
0

| EXERCICE 21 *

Symétries.

, en posant u = e”

(e) z+— 1 — a2, en posant x = sint
1
(f) © — ——=—=—=, en posant x =sht
x?+1
(g) =+ cos(2lnz)

eCE

(3+e%)Ver —1

(h) =z +—

0 [ nepas o) [ s
) /01 Arcsin z dx (q) /0lr12 <612 dz

1+ e%)
w/2 3 w/4
(k)/ sin® z dx (r)/ tan? x dz
0 0
™ w/2
(1)/0 xcoszdz (s)/ e’ sinz dz
0

(m) /OWQ/4 sin /z dz (t) /01 V1 — 22 da

L 2% cosx
—d
(w) /4 14 22 o

1. Soit f : [a,b] — R continue telle que f(a + b — x) = f(x) pour tout x. Montrer que

et interpréter.
T gxsinx
2. En déduire / _—
0o 1+cos’x

T/2 cost
3. Montrer que /
0

déduire /1 L
0o VI—£2+t

cost+sint cost +sint

a+b/f

—Fdx.

sint
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| EXERCICE 22 * % %

Reégles de Bioche. Pour primitiver une fraction en cosx et sinz, on cherche une symétrie de I'ex-

pression f(x)dz : on pose u = cosx si elle est inchangée quand on remplace x par —z, u = sinz si
elle I'est quand on remplace x par m — x, u = tanz si elle 'est quand on remplace x par m + x, et
t = tan 5 en dernier recours.

2
— 2t
1. Justifier, lorsque t = tan 3 avec x €] — 7, 7[, les formules cosz = ——, sinz = et
1+ 2 1+¢2
d 2dt
r=-——-:.
1+¢2
2. Calculer, en choisissant chaque fois le changement de variable :
/“/2 dz / sin /”/2 dz /”/2 dz
x/3 sinz’ 4—cos?zx o 2+cosx’ x/3 sinz +tanz’

| EXERCICE 23 xx

w/2
Intégrales de Wallis. Pour tout n € N, on pose W,, = / sin” ¢ dt.
0

1.

Calculer Wy, W1 et W, puis montrer a l'aide du changement de variable t = 5 — u que
w/2
W, = / cos™ t dt.
0

Montrer que (W,,) est décroissante et a termes strictement positifs.

Par une intégration par parties, montrer que (n + 2) Wy,,12 = (n + 1) W,, pour tout n € N.
2p)!  w 227 (p!)?

ICTIIE SR

22r(pl)2 2 (2p+1)!

Montrer que la suite ((n + 1) W,,11W,,) est constante, et préciser sa valeur.

n+1 < Wn+1
n+2 - W,

En déduire, pour tout p € N, W, =

En utilisant la décroissance, montrer que

< 1. Que suggere ce résultat lorsque n

devient grand ?

| EXERCICE 24 x x %

1
Pour tous entiers naturels p et ¢, on pose I, ;, = / tP(1 —t)dt.
0

1.

\V)

. Montrer que I, ;, =

Montrer que I, = Iy p.

plq!

g—1 pour ¢ > 1, puis que I, ;, = m

q
Pt Iyt

. En développant (1 — ¢)? par la formule du binéme, en déduire que

zq: ¢\ (=D _  pld!
= \k)ptk+1 (p+q+ 1)

1
. Vérifier ce résultat pour p = 0 et ¢ = 2, puis retrouver la valeur de / z4(1—z)* dz de Pexercice
0

9.
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| EXERCICE 25 xx %

1 n
Pour tout n € N, on pose I, = / T e
0o 1+«
1
1. Calculer Iy, puis montrer que 0 < [, < o pour tout n.
n
2. Calculer I, + I41.

(-n*

N
3. En déduire que, pour tout N € N, Z
k=0

=In2+ (—1)NIN+1, puis que ces sommes s’ap-

k+1
prochent de In2 quand N grandit, avec une erreur au plus ﬁ
4. En adaptant la méthode a J, = /1 ﬂ dx, montrer que 1 — E + 1 — 4 (_1)N s’approche
o 1+a2 77 3 5 2N +1
de E.
4

| EXERCICE 26 * % *

™
Pour tous entiers naturels n et m, on pose Cj, ., = / cos" x cos(max) dz.
0

1. Montrer que 2 cos z cos(mx) = cos ((m + 1)z) + cos ((m — 1)z), et en déduire que, pour m > 1,

20n+1,m = Cn,m—i—l + C'n,m—l-

2. Montrer par récurrence sur n que Cy ,, = 0 pour tous m > n.
T

3. En déduire que C,, ,, = on

pour tout n € N.

4. Retrouver ces résultats en linéarisant cos” z par la formule du binéme appliquée a (
comme au chapitre 4.

2

el® _;'_eflz

)"

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

| EXERCICE 27

Résoudre les équations suivantes, a coefficients constants, sur R; pour les deux premiéres,
déterminera la solution qui vérifie la condition indiquée.

(a) ' +2y=—4, y(1) =3 (€ ¥ +y=we™

(b) 2y =3y =9, y(-1)=1 (f) v — 2y = cosx + 2sinz
(c) v +2y=2%—22+3 (g) ¥ +y= (22 -2 +2)e*
(d) 7y +2y =223 — 5% +4x — 1 (h) ¥ —2y =shxz —2zchx

on

Indication : pour (c), (d) et (g), on cherchera une solution particuliére de la forme d’un polynome,

éventuellement multiplié par ’exponentielle du second membre, en justifiant le degré choisi.
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| EXERCICE 28

Résoudre les équations suivantes sur 'intervalle indiqué.

(a) ¥ + 2%y = —2?, swr R (e) ¥y —2zy=—(2x —1)e*, sur R
2

(b) y/+2$y:ex7w2,SIlI'R (f) y,—gy:tQ’ Sur]0’+oo[

’ x 1 Yy 1

_ = R I
(c) vy T2V 152" (g)y+t—t(1+t2),sur]0,+oo[
d) v =— R r_ — _n
(d) ¥ +y 1o W (h) ¥ —ytanz COsw,s,ulr] 2.5l

| EXERCICE 29

Résoudre les équations suivantes sur 'intervalle indiqué, apres les avoir mises sous forme normalisée.

(a) 22y —y =z, sur |0, +o0] (d) 3/ cha —yshaz =1+ ch?z, sur R
(b) 1+z)y +y=1+In(l1+z),sur]—1,+c0[ (e) zln(x)y —y = 3z2(Inx)?, sur ]0,1]
() V1—a22y —y=1,sur|—1,1] (f) xy’ — 2y = a3sinz, sur J0, +oof

| EXERCICE 30 *

1. Soit a, b: I — R continues et xg € I. Montrer que les tangentes en leur point d’abscisse xy aux
courbes des solutions de y' + a(x)y = b(x) sont toutes paralleles, ou toutes concourantes.

2. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre dont les solutions sont exacte-
. CH+z
ment les fonctions x — ——, C € R.
14 a2
3. Déterminer une équation de la forme y” + ay’ + by = 0 dont les solutions sont les fonctions
x = C1e®® + Coe ™.

| EXERCICE 31 xx

Alcoolémie. On modélise le taux d’alcool dans le sang, en grammes par litre, ¢ heures apres 1’ab-
sorption d’une boisson, par une fonction f telle que f(0) = 0 et f/(t) + f(t) = ae™ pour t > 0, ou
a > 0 dépend de la quantité absorbée.

1. Déterminer f.

2. On prend a = 5. Etudier les variations de f et préciser le taux maximal et l'instant ot il est
atteint.

3. Montrer qu'il existe un unique instant ¢; > 1 a partir duquel le taux est inférieur a 0,5 g/L, et
en donner une valeur approchée a la minute pres.
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| EXERCICE 32 * % %

Raccordements. On considére I'équation (E) : xy’ = 2y + x, sur R.

1. Résoudre (E) sur | — oo, 0[ et sur |0, +o0].

2. Soit y une solution de (E) sur R. Que valent y(0) et 3/(0) ? Montrer que y s’écrit x — —x + Cya?
sur | — o0, 0] et x = —x + Cox? sur [0, +oo[. Réciproquement, ces fonctions sont-elles toutes
solutions sur R ?

3. Combien (E) a-t-elle de solutions sur R telles que y(0) = 07 telles que y(0) = 17 Pourquoi cela
ne contredit-il pas le théoreme de Cauchy du cours?

—1/z
e
4. Résoudre de méme %y’ —y = 0 sur ] — oo, 0[, sur 0, +oo[, puis sur R. On admettra que 5
x
tend vers 0 quand z tend vers 0%, ce que les croissances comparées du chapitre 5 permettent

d’établir.

| EXERCICE 33 # *

Résoudre sur R les équations suivantes, en étudiant les raccordements.

(a) zy' —y =2’ (c) sh(z)y —ch(z)y =1
(b) zy' +y = 2? (d) (@*-1)y' =ay

| EXERCICE 34 * % *

Déterminer les fonctions f : R — R dérivables vérifiant les conditions suivantes.

(a) f'(x) + f(x) = f(0) 4+ f(1) pour tout réel .

(b) f'(x)+ f(z) = /01 f(t) dt pour tout réel .

(¢) f'(x) + f(—x) = e” pour tout réel . On montrera que [ est deux fois dérivable et vérifie une
équation du second ordre.

| EXERCICE 35 xx %

Comparaison de solutions. Soit a, b : R — R continues, A une primitive de a, et y, z deux fonctions
dérivables telles que y(0) = z(0) et, pour tout réel x,

Y(@) = ale)ya) +b(@) et 2(2) <ale) 2(a) + b(a).

1. En étudiant x + (2(z) — y(z)) e=4®) montrer que z(z) < y(z) pour tout = > 0.

/

2. Application : soit g : [0,4+o00[— R dérivable telle que g
g(x) < g(0) e** pour tout x > 0.

< kg, avec k réel. Montrer que

3. Que devient le résultat de la question 1 pour z < 07
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| EXERCICE 36 * % *

Deux équations non linéaires.

1. Soit y une solution de v’ = 1+ y? sur un intervalle I. En dérivant Arctan oy, montrer qu’il existe
une constante ¢ telle que y(x) = tan(z + ¢) sur I. En déduire que cette équation n’a aucune
solution sur R, et préciser la plus grande longueur possible de I.

2. On cherche les fonctions y dérivables et strictement positives sur |0, +oo[ telles que
22+ 9% — 2zyy = 0.

En posant z = 32, se ramener & une équation linéaire, puis conclure.

EQUATIONS DU SECOND ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

| EXERCICE 37 *

Déterminer les solutions réelles des équations homogenes suivantes, puis leurs solutions complexes.

(a) y" =2y =3y =0 () ¥y =2y +5y=0 () ¥ +y' +y=0
(b) v =2y +y=0 (d) 49" +9y =0 (f) y"—4y=0

| EXERCICE 38

Résoudre sur R les équations suivantes, en cherchant les solutions réelles.

(a) v =3y +2y=1 f) v"+v — 2y = cosx
(b) y" + 4y +4y = e (8) ¥ +4y +dy=e"?" +1
(€) y' —y=e*—e" (h) ¥’ —y=chz

(d) o' — 4y’ + 3y = 3e3 (i) v¥"+2y +y=shz
(e) ¥ +y +y=cosz G) v +y =2

| EXERCICE 39 *

Résoudre sur R les équations suivantes, en cherchant les solutions réelles. Pour les seconds membres

produits d’une exponentielle et d’un polynéme, on cherchera une solution de la forme Q(x)e**, avec

@ polynomial, en utilisant la proposition 8 du cours.

(a) ' — 2y +y=sin’x ) v =4y +3y =2z +1)e”

(b) y”+y +y=e"cosz () v — 4y +3y =2z +1)e®
(c) 3" — 3y + 2y = e** sin(3x) (h) o' -2y +y= (22 +1)e”
(d) " — 2y + 5y = 4e” cos(2x) (i) ¥ —y=x+2e" +cosx

(e) ¥ +y=cos’x () v" + 4y = cos(2x) + sinx + e**
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| EXERCICE 40 x

Résoudre les problemes de Cauchy suivants.

OR w {2 RIS
y(0) =0, y'(0) =0 y(0) =0, y'(0) =0 y(0) =1, y'(0) =2

| EXERCICE 41 * *

1. Soit a un réel. Résoudre sur R Péquation 3’ — (14 )y + ay = e1+t9% en discutant selon a.

2. Soit w > 0 et # > 0. Résoudre y” + w?y = cos(fx), en distinguant les cas 6 # w et § = w. Dans
quel cas toutes les solutions sont-elles bornées 7

| EXERCICE 42 * % %

Soit a, b deux réels.

1. Déterminer & quelle condition sur (a,b) toutes les solutions réelles de y” + ay’ + by = 0 sont
bornées sur [0, +oo[. On discutera selon le signe du discriminant.

2. Méme question pour des solutions bornées sur R.

3. Lorsque a > 0 et b > 0, montrer que toutes les solutions tendent vers 0 en 4o00. Interpréter
physiquement pour 'oscillateur amorti du cours.

| EXERCICE 43 * % %

Changements de variable. On résout des équations a coefficients non constants en se ramenant au

cas constant.

1. Sur ]0, +oo[, on consideére (Ey) : 2y” — 3zy’ +4y = 0. Pour y deux fois dérivable sur ]0, +o0[, on
pose z(t) = y(e') pour t € R. Montrer que y est solution de (E1) si et seulement si 2"/ —42'+42 = 0,
puis résoudre (Ey).

2. Résoudre de méme 2%y” + 329/ +y = (z + 1)% sur |0, +ool.

wl
wl

3. Sur | — 1, 1], résoudre (1 — 22)y” — 2y’ +y = 0 en posant = sint, avec t € | —

| EXERCICE 44 x x %

Changements de fonction inconnue. Résoudre les équations suivantes sur l'intervalle indiqué, a
I’aide de la fonction auxiliaire proposée.

(a) (14 22)y” + 22y =0 sur R, avec u = (1 + 22)y/
(b

) (1+e")y" +y —e*y=0sur R, avec z =y + 4.
(c) y" +4xy + (3 + 42?)y = 0 sur R, avec 2= ey
)

(d) z¢" +2(x+ 1)y + (x+2)y =0 sur |0, +o0[, avec z = zy.
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| EXERCICE 45 xx %

Variation des constantes au second ordre. On veut résoudre (F) : y" +y = sur I =] -5, %]

cos T
1. Soit A, u : I — R dérivables telles que X cosx + p/sinx = 0 sur I, et y = Acosz + psinz.
Montrer que ¢y’ = —Asinx + pcos z, puis que y est solution de (F) si et seulement si
1

~Nsinz + p' cosz = .
oS T

2. Résoudre le systéme formé par ces deux conditions, d’inconnues X et ', et en déduire une
solution particuliere de (E).

3. Résoudre (E), puis, par la méme méthode, y” + y = tanx sur I.

| EXERCICE 46 *x x %

Systemes différentiels.

1. Déterminer les couples (y, z) de fonctions dérivables sur R telles que ¢/ —y = z et 2/ 4+ 2 = 3y. On
commencera par montrer que y est deux fois dérivable et vérifie une équation du second ordre.

2. Une particule chargée se déplace dans un champ magnétique uniforme ; ses coordonnées vérifient
2 =wy,y = —wa' et 2/ =0, avec w > 0. En posant v = 2’ + iy/, montrer que v’ = —iwu,
puis déterminer z, y et z en fonction des conditions initiales. Montrer que la trajectoire est une
hélice, ou un cercle si 2/(0) = 0.

| EXERCICE 47 * * *

1. Déterminer les fonctions & valeurs complexes solutions sur R de 3" = y. On pourra, pour une
solution f, étudier g = f + f' + f”.

2. Soit f: R — R deux fois dérivable telle que f” + f > 0. Pour z fixé, dériver la fonction
t— f'(t)sin(t — z) — f(t) cos(t — z),

et en déduire que f(x) + f(x + m) > 0 pour tout réel x.

EXERCICES DE SYNTHESE

| EXERCICE 48 * x

Vrai ou fauzx ¢ Justifier chaque réponse par une démonstration ou un contre-exemple.

1. Toute fonction continue sur R admet une primitive sur R.

2. Si F et G sont deux primitives d’'une méme fonction sur R*, alors F' — G est constante.

b
3. Si f est continue et positive sur [a,b], avec a < b, et si / f =0, alors f est nulle.
a
L dx
4. — = -2
/4 2
2
5. / |sint|dt = 4.
0

2
. e e 4
6. La fonction = / e " dt a pour dérivée x — e,
0

7. Une solution de ¥’ +y = 0 sur R qui s’annule en un point est la fonction nulle.
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8. L’équation y” + y = 0 admet une solution non nulle telle que y(0) = y(7) = 0.
9. Toutes les solutions de 3" + y = cos x sont bornées sur R.

10. Si y; est solution de y' + a(z)y = bi(x) et yo de v/ + a(x)y = ba(x), alors y; + y2 est solution de
Yy +alz)y = bi(z) + ba(z).

| EXERCICE 49 * %

1
Une inégalité optimale. Soit f : [0,1] — R continue telle que / f =0, et a, 5 deux réels tels que
0
a < f(z) < B pour tout z € [0,1].

1. Montrer que @ < 0 < . En étudiant le signe de (8 — f(z))(f(z) — ), montrer que

/01f2<—aﬁ.

2. On prend a = —1 et 8 = 1. Pour h € ]0, 3], on note f), la fonction qui vaut 1 sur [0, 3 — A,

+(5—az) sur [§—h,5+h] et —1sur [5+h,1]. Vérifier que fj, satisfait les hypotheses de I'énoncé,

i
et calculer / f;% Dans ce cas, la constante —a8 de la question 1 peut-elle étre remplacée par
0

une constante plus petite 7

1
3. Soit g : [0,1] — [0, 1] continue, et m = / g. Montrer que
0
1 9 1
/ (g—m)*<m(l—m) < -.
0 4

| EXERCICE 50 *x x

Equations intégrales. Déterminer les fonctions f : R — R continues vérifiant, pour tout réel z :

(a) flz) =1+ [ tf(t)dt; () f(x)+1:/ﬂ7xf(t) dt.
0 0

Indication : on justifiera d’abord que f est dérivable ; pour (c), on montrera que f est deux fois dérivable
et que f" + f =0, puis l’on réinjectera les solutions trouvées dans l’équation.

| EXERCICE 51 ***

Equations fonctionnelles de Cauchy.

1. Soit f : R — R dérivable telle que f(x 4+ y) = f(z) + f(y) pour tous réels x, y. Calculer f(0),
puis, en dérivant cette relation par rapport & z, montrer qu’il existe un réel a tel que f(x) = ax
pour tout réel x.

2. On suppose seulement que f : R — R est continue et vérifie la méme relation. Soit F' une
primitive de f.

(a) En intégrant la relation par rapport a y entre 0 et 1, montrer que, pour tout réel x,

1
fl) = F(z+1) — F(z) - /O F(b) dt.

(b) En déduire que f est dérivable, puis qu’elle est de la forme z — ax.
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3.

4.

Soit g : R — R continue, non identiquement nulle, telle que g(z + y) = g(z) g(y) pour tous réels
x, y. Montrer que g ne s’annule pas, puis qu’elle est strictement positive, et en déduire qu’il
existe un réel a tel que g(x) = e® pour tout réel z.

Déterminer les fonctions h :]0, +o0o[— R continues telles que h(xy) = h(z)+ h(y) pour tous réels
x, y strictement positifs.

| EXERCICE 52 xx

Coefficients d’un polynéme et moyennes sur un cercle. Soit n € N, ag, ..., a, des nombres com-

n
plexes, et P la fonction définie sur C par P(z) = Z apz”.
k=0

1.

2.

21

Pour tout m € Z, calculer / ™ dg.
0

Soit 7 > 0. Montrer que, pour tout k € [0;n],
1 2w . .
— P(re%) e ™ 49 = ayrk,
21 Jo

et interpréter le cas k = 0.

L2702 2
Montrer que —/ |P(e”)|"do = Z lag|”.
21 Jo 0

. On suppose qu'il existe un réel M tel que |P(z)| < M pour tout complexe z de module 1.

Montrer que |ag| < M pour tout k € [0;n]. Lorsque n > 1 et a,, = 1, montrer qu’il existe un
réel 6 tel que |P(ei0)|2 > 1+ |ao)?.

En appliquant la question 3 a P(z) = (1 + 2)", et a 'aide des intégrales de Wallis de 1'exercice

23, montrer que
n 2
= k n

| EXERCICE 53 xx

Théoréme de comparaison de Sturm. Soit g1, g2 : R — R continues telles que ¢;(x) < g2(x) pour
tout réel z, et y1, y2 : R — R deux fois dérivables telles que

Yi+a@)yr=0 et yy+q(z)y =0.

On suppose qu'il existe deux réels a < b tels que y1(a) = y1(b) = 0, la fonction y; n’étant pas
identiquement nulle sur [a,b]. On veut montrer que y2 s’annule en au moins un point de [a,b]; on
suppose par ’absurde qu’elle ne s’y annule pas.

1.

2.
3.

15

Montrer que la fonction ¢ = Y

Al (Yiy2 — y1y5) est dérivable sur [a,b], et que
Y2

!\ 2
ny
& =(e—a)y + (i —=2)"

En déduire que ¢ est nulle sur [a, b, puis aboutir & une contradiction.

Soit w > 0, ¢ : R — R continue et y une solution sur R de y” + ¢(z)y = 0.

(a) On suppose g(x) > w? pour tout réel x. En appliquant ce qui précéde avec une fonction 7

bien choisie, montrer que y s’annule sur tout segment de longueur =

(b) On suppose q(z) < w? pour tout réel x, et I'on considére deux réels a < b tels que
y(a) = y(b) = 0, la fonction y n’étant pas identiquement nulle sur [a,b]. En choisissant

y2(z) = cos (w(z — 252)), montrer que b —a > Z.
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4. On ne sait pas résoudre explicitement I’équation 3"+ (2+cos z) y = 0. Soit y une de ses solutions

sur R. Montrer que y s’annule sur tout segment de longueur strictement supérieure a m, et que,

si y(a) = y(b) = 0 avec a < b, sans que y soit identiquement nulle sur [a,b], alors b — a > %

| EXERCICE 54 *x x % %

Oscillateur forcé et résonance. Soit € > 0 et w > 0. On étudie I’équation

(Bw): ¢ +28y +y = cos(wt).

1. Montrer que toutes les solutions de 1’équation homogene tendent vers 0 en +4oc0.

2. Déterminer une solution particuliere de (E,,) de la forme ¢ — Re (cel“?), avec ¢ € C, et Décrire

sous la forme A(w) cos(wt — @), avec A(w) = NPT
—w w

3. En déduire que toute solution de (E,) est, pour ¢ grand, trés proche d’une oscillation d’amplitude
A(w) : c’est le régime permanent.

4. Etudier la fonction w — A(w) sur ]0,+oo]. Montrer qu’elle admet un maximum strictement
supérieur a 1 si et seulement si & < %, atteint en w, = /1 — 2£2, et calculer ce maximum.

5. Que se passe-t-il lorsque ¢ tend vers 07 Comparer avec la résonance de I’équation 3" +y = cost
étudiée dans le cours.

| EXERCICE 55 * * * *

Lemme de Gronwall.

1. Soit C un réel, et u, v : [0, +oo[— R continues, avec v > 0, telles que, pour tout = > 0,
xX
u(z) < c+/ u(t) v(t) dt.
0
Montrer que, pour tout = > 0,
xX
u(xz) < Cexp (/ v(t) dt).
0
x
On pourra introduire W(z) = C + / uv et s’inspirer de ’exercice 35.
0

X
2. En déduire qu’'une fonction continue f > 0 sur [0, +oo[ telle que f(z) < K/ f(t)dt pour un
0
réel K > 0 et tout z > 0 est nulle.

3. Soit k > 0 et H:R — R telle que |H(s) — H(s')| < kl|s — §'| pour tous réels s, s'. Soit f,
g deux fonctions de classe C! sur [0, +oo[ telles que f' = Ho f et ¢’ = H o g. Montrer que
|f(z) — g(x)] < |£(0) — g(0)] ¥ pour tout = > 0. Que peut-on en conclure lorsque f(0) = g(0)?
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