CORRIGE - cHAPITRE 20 ,

I SERIES NUMERIQUES ET FAMILLES SOMMABLES

* application directe  x* mise en cuvre *%* probléme xxxx* probléme long, en autonomie

Les renvois « proposition n », « théoreme n » désignent les énoncés du chapitre 20 du cours; ceux
des chapitres antérieurs sont précisés. On reprend les notations de la feuille : S,, désigne la somme

n
1
partielle d’une série, R,, son reste, H, = Z —, et 7y la constante d’Euler (proposition 7). Pour étudier
k=1
la nature d’une série, on suit la méthode du cours : on regarde d’abord si le terme général tend vers 0,

puis on cherche un équivalent simple a ’aide des développements limités du chapitre 10, et 'on vérifie
toujours le signe avant d’appliquer les théoremes 3 et 4, qui ne valent que pour des séries a termes
positifs, au moins & partir d’un certain rang. Les énoncés n’indiquent pas la technique d’intégration a
employer : lorsqu’une intégrale doit étre calculée, le corrigé 'annonce au début du calcul.

SERIES NUMERIQUES : GENERALITES

| EXERCICE 1 *

Dans les trois premieres séries, le logarithme d’un quotient se décompose en une somme de diffé-
rences : la somme partielle est le logarithme d’un produit télescopique, que ’on calcule exactement.

La convergence et la valeur de la somme s’obtiennent alors en une seule fois, par passage a la limite.
1 (n—1)(n+1)

(@) Pourn >2,onal—-— =-——5—->0,et, pour N > 2, les facteurs se simplifient en
n n
cascade :
N N N
1 n—1 n+1 1 N+1 N+1
g In(l—-—=)=1 . =In(———)=In——-.
n:2n( n2) n<n1;[2 n nll n> D(N 2 ) "N

Comme

1 1
tend vers 3 et que In est continue en 3 la suite des sommes partielles converge.

iln(l—é) zln%:—ln2

On pouvait aussi établir la convergence a priori : le terme général est négatif et équivalent a — t

—, e

n?’

le théoreme 4, appliqué a son opposé, la rameéne a celle de la série de Riemann Z — - Mais cela ne
n

donne pas la somme.

(b) Le terme général vaut In pour n = 2j pair, et In J 7 pour = 27 + 1 impair : deux

termes consécutifs de ce type sont opposés. Pour k > 1, en groupant les termes d’indices 25 et 25 + 1,

2k+1 (—1)"

1 k 2j +1 24
Sgkﬂznz;ln(un):z(ln JQj +1n2ji1):0,

2k 1
2 (14 =)
ngrrr = (1 5)
Les deux suites extraites (Sax) et (Sax+1) tendent vers 0, donc (.S,) aussi (chapitre 7, proposition 11

(i))-

Sor = Sop41 — 1

n

S
;::21 (1+ ) 0
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n n
Piége. L'erreur la plus répandue est de conclure par équivalents : In (1 + (_i) ) ~ (_;) , mais ce
terme change de signe a chaque rang, et le théoréme 4 ne s’applique pas. Le regroupement par deux,
que l'exercice 6 justifiera en général, fait ici apparaitre des sommes exactement nulles.
(c) On factorise numérateur et dénominateur : n?+3n+2 = (n+1)(n+2) et n? 4+ 3n = n(n+3).

Pour N > 2,

N N N
(n+1)(n+2) n+l =n+2y (N+1 4 L 2(N+1)
n;m n(n+ 3) _ln<nH2 n TLHQnJrs)_ln( 2 N+3)_ln N+3

qui tend vers In 2 quand N tend vers +oo.

12
Pour N = 2, la formule donne In g, qui est bien le premier terme In T v

(d) Le terme général vaut 4% pour k pair et 27% pour k impair : il est positif et majoré par (§)k’
terme d’une série géométrique convergente (théoreme 1). La série converge par le théoreme 3, et sa
somme est la limite de la suite extraite (S2m,+1) (chapitre 7, proposition 11 (i)). Or, en séparant les
indices pairs k = 2j et impairs k = 25 + 1,

52m+1zzr6j+222j+1 moto 1L T2 11 1573
7=0 Jj=0 16 4
+oo
_ 16 10 26
3o (kR 22 20
kz:%)(ﬂ ") 515

Séparer les termes pairs et impairs n’est légitime qu’apres avoir établi la convergence de la série : c’est
elle qui permet de calculer la somme sur une suite extraite des sommes partielles. Pour une série a
termes positifs, la section 20.6 du cours rendra ce découpage automatique.

| EXERCICE 2 x

1 1
k2R3 oAl
convergent par le théoréme 4 et les séries de Riemann (théoréme 5), puisque p +1 > 2 > 1. Pour la
somme, on fait apparaitre un télescopage (proposition 4).

Premiére série. La décomposition en éléments simples (chapitre 13) donne, pour k > 2,

Dans les trois cas, le terme général est positif et équivalent & et : les trois séries

1 1, 1 1 N 1 11 1
k2—1:§(k—1_k+1)’ Zk2f1:§(1+§_ﬁ_m)’

k=2
, 1 1 . . .
puisque les termes 3 N1 apparaissent une fois avec chaque signe.
2_1 4
k-1 4

Deuzieme série. On écrit le terme comme une différence de deux termes consécutifs de la suite
(k:(k: ¥ 1)> ‘
1 1 B (k+2)—k 2

kk+1) (k+D)k+2) kk+1)k+2) kk+1)k+2)
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d’ou, par télescopage,

1,1 1
<§ (N+1)(N+2)>'

N 1
;k(k+1)(/€+2) 2

= 1 1

,;1 k(k+1)(k+2) 4

1
kk+ 1) (k+p—1)
k > 1. Les deux produits k(k +1)---(k+p—1) et (k+1)---(k + p) ont pour multiple commun
k(k+1)- - (k+p), dot

Troisieme série. Le méme calcul se fait avec p facteurs. Posons ap = pour

o (EtD) -k p
ET O T ) (kb p) Rkt D) (htp)

Par la proposition 4, comme a; tend vers 0 et que a; = —,

p!
N +oo
1 1 al 1 1
= — — —>7’ —
Zk(k+1)-(k+p) plar—ani) T o kz::lk:(k:+1)~--(k‘+p) pp!

400 1

Pour p = 1, on retrouve kzz:l m

= 1, exemple qui suit la proposition 4, et pour p = 2 la deuxiéme

L. 1
série v'. Pour p = 3, la somme vaut ITh
A retenir. Le télescopage est la seule méthode de ce chapitre qui donne une somme exacte sans autre
outil; il repose toujours sur une écriture ug = ap — ag+1, qu’on lit ici sur des produits de facteurs
consécutifs. L’erreur la plus répandue est de décomposer complétement en éléments simples, ce qui

fait apparaitre p + 1 fractions dont le télescopage, bien réel, est beaucoup plus pénible a organiser.

| EXERCICE 3 *
1. Soit £ € N. Pour n < k, le produit n(n —1)---(n — k 4+ 1) contient le facteur n —n =0 : le
|

terme est nul. Pour n > k, il vaut et le terme général vaut =z Pour N > k, en posant

1
(n—k)
Nonn—1)---(n—k+1 N 1 N=k
DUUERISHUELES IS USRS SR

!
n=0 n n=k

(n —'k)!’

m=n-—k,

qui tend vers e par le théoréme 2 appliqué en z = 1.

+oo
D (n—k+1
Pour tout £ € N, Z nin ) n‘(n i ):e

n=0

2. On décompose n? 4 2n + 3 sur les polynémes 1, X, X (X — 1) : comme n? = n(n—1)+n, on a
n? +2n+3 =n(n—1) + 3n+ 3. Par linéarité (proposition 1 (i)) et la question 1, pour k =2, L et 0 :

+200722—1-2n+3

' =e+3e+3e="Te
n!

n=0

4

Pour n*, on cherche des réels cg, ..., ¢4 tels que

X' = X(X - 1)(X -2)(X =3) + X (X —1)(X —2) + 2 X (X — 1) + 1. X + ¢o.
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Ces cing polynémes sont de degrés échelonnés 4, 3, 2, 1, 0 : ils forment une base de R4[X] (chapitre
14, proposition 10), et la décomposition existe et est unique. Le coefficient dominant donne ¢4 = 1.
On évalue ensuite en 0, 1, 2, 3, ou les premiers polynémes s’annulent :
0 = ¢, 1=nc¢, 16 = 2¢o + 2¢y, 81 = 6¢3 + 6¢o + 3¢,
81 —42-3

d’olico = Tetcg = % 6. Ainsi n* = nn—1)(n—2)(n—3)+6n(n—1)(n—2)+7n(n—1)+n,
et

+oo 4

> =(1+6+7+1)e=15¢

= n!

On controle lidentité en m =4 : 24+ 6 x 24 +7 x 12+ 4 = 256 = 4* .

R P
A retenir. Les polynéomes X (X —1)--- (X —k+1) jouent pour les séries Z (n)

' le role des monomes :
n!

k
n
le décalage d’indice les transforme tous en la série de e. Le coefficient de e obtenu pour Z — qui

vaut 1, 1, 2, 5, 15 pour k = 0, ..., 4, est le nombre de facons de partager un ensemble & k éléments en
parties non vides; nous ne le démontrerons pas.

| EXERCICE 4 *x

1. On note u, le terme général et I’on met Inn en facteur dans chaque logarithme. Par le dévelop-
pement In(1 + z) = x + O(2?) (chapitre 10, théoréme 5),

un:(1+a+b)lnn+aln(1+%)+b1n<1+%) :(1+a+b)lnn+a—;2b+0(%>.

On discute selon les coefficients.

— Sil+a+b#0, alors |uy,| tend vers 400 : la série diverge grossierement (proposition 2).

2b
— Sil4+a+b=0et a+2b#0, alors u, ~ L, de signe constant : par le théoreme 4, appliqué
n

a U, OU & —uy,, la série diverge comme la série harmonique.
1
— Sild+a+b=0et a+2b=0,cest-a-dire a = —2 et b = 1, alors u,, = O(—), et la série converge
n

(proposition 9, avec le théoréeme 5).

> (Inn+aln(n+1)+bln(n + 2)) converge <= a=—2etb=1

1
Dans ce cas, on pose d, = In(n +1) —Inn = In (1 + =), qui tend vers 0. Le terme général s’écrit
n

up = (In(n+2) —In(n+1)) — (In(n+ 1) — Inn) = dy41 — dy, et la proposition 4 donne

+oo
Z(lnn—an(n—i—l)—{—ln(n—i—Q)): BI—P dy, —d; = —1In?2
n=1 n [es]

2
2. On met cette fois v/n en facteur, et I'on utilise v1+z =1+ r.Ty O(z?) :

28
a+2b a+4b 1
vp=vVr+avn+1+bv/n+2=yn((1+a+b)+ 5w +O($)).

Sil+a+b=#0,alors |v,| ~ |1+ a+bly/n tend vers +oo : divergence grossiere. Si 1 +a+b =0 et

a+2b ) s . ‘s
a+ 2b # 0, alors v, ~ 7, de signe constant, et la série diverge par comparaison avec la série de
n
1
Riemann d’exposant 3 Sia=—2etb=1, alors v, ~ RYPTE de signe constant, et la série converge,
n

3
puisque 5 > 1.

Z(\/ﬁ—i—a\/n—{—l—i—b\/n—FQ) converge <= a=—2etb=1

4 Corrigé de MPSI - M. JOURDAIN



Le méme télescopage, avec 6, = vVn + 1 —+/n =
et

qui tend vers 0, donne v, = 6,41 — On,

1
NoES TN

“+o0o
S (Vn—2Vn+14+vVn+2)=-6=1-v2~ 04142

n=1

A retenir. La condition 1 + a + b = 0 rend le terme général borné, la condition a + 2b = 0 le rend
sommable : chaque condition tue un terme du développement asymptotique. Une fois la convergence
acquise, la somme se calcule en reconnaissant une différence seconde d,41 — d,, que la proposition 4
télescope. Les conditions trouvées sont les mémes dans les deux questions, parce que les coefficients
(1,—2,1) annulent toute fonction affine de n.

| EXERCICE 5 **

On pose, comme le suggere ’énoncé, a,, = In(Inn) pour n > 2. Le terme général s’écrit
) ) n

up, =2Inln(n+1) —Inlnn —Inln(n 4+ 2) = (ant+1 — an) — (apt2 — ant1) = dy — dpt1,

1 1
avec dn:anﬂ—an:lnn(lnﬂ. Or
nn
ln(n—l—l)_lnnJrln(lJr%)_1+ln(1+%) ]
lnn Inn N Inn n—+too

donc d,, tend vers In1 = 0 par continuité du logarithme. La proposition 4, appliquée a la suite (—d,,),
montre que la série converge, et, en sommant de 2 a N,

N In3
Zun—dQ_dN+1—>d2 In —.
o In2

(In(n +1))° )= ln(1113

- — )~ 04
Inn In(n + 2) In 2> 0,4606

+00
La série converge, et Z In (
n=2

La somme partielle jusqu’a n = 10° vaut 0,460560, en accord avec cette valeur v'. On aurait pu
montrer la convergence par un développement asymptotique, mais il est laborieux (u,, est de l'ordre

de f) ; le télescopage donne la nature et la somme d’un coup.

nlnn
Piége. L’erreur la plus répandue est de télescoper en une seule étape, en écrivant u, = apy1 — ay :
c’est une différence seconde, comme a l'exercice 4, et c’est la convergence de d,, vers 0, et non celle de

an (qui tend vers +00), qui assure la convergence.

| EXERCICE 6 x* x

n
On note A,, = Z ag les sommes partielles de Zan. Comme ¢ est strictement croissante de N

dans N, on a ¢(p) = p pour tout p (récurrence immédiate) ; en particulier ¢(p) tend vers +oo. Avec
©(0) = 0, la relation de Chasles donne, pour P € N,

P o(ptl)— e(P+1)-1
Z Sp = Z Z ag = Z ap = Ay(p1)-1
k=¢(p) k=0

Les paquets [o(p);¢(p + 1) — 1] sont non vides et recouvrent N sans chevauchement : c’est 1a que
servent les deux hypotheses sur .

1. La suite (¢(P+1) — 1)PGN est strictement croissante, a valeurs dans N : la suite (A,pi1)—1)p
est extraite de (Ay). Si (A4,) converge vers A, elle converge aussi vers A (chapitre 7, proposition 11

(1))-

“+oo +0o0o
Zan converge —> Z S, converge, et Z S, = Z G
p=0 n=0
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2. On prend a, = (—1)" et ¢(p) = 2p. Alors S, = azp + agpr1 =1 — 1 = 0 pour tout p : la série
Z S, converge, de somme nulle, alors que Z(—l)” diverge grossiérement.

La réciproque est fausse : Z S, peut converger sans que Z an converge

C’est le calcul fautif « (1 —1)+ (1 —1)4--- =0 » : regrouper les termes d’une série divergente peut
produire une série convergente, et I’on ne peut pas « dégrouper ».
+00 p—1 e(p+1)-1
3. Notons L = ZSp, Tp = ZSq =Ayp—1pourp=1,To =0, et gy = Z |ag|. Soit n € N.
p=0 q=0 k=p(p)

Comme ¢(0) = 0 et que p(p) tend vers +o00 en croissant, il existe un unique p, que ’on note p(n), tel
que p(p) < n < p(p+1). Alors

n n
A, =T, + Z a, donc |A, —L| < |T, — L| + Z lag| < |Tp, — L| + €p.
k=w(p) k=w(p)
Soit ¢ > 0. Comme T}, tend vers L et ¢, vers 0, il existe P tel que [T, — L| < € et ¢, < € pour

tout p > P. Pour n > ¢(P), on a p(n) > P, puisque n < p(p(n) + 1) et que ¢ est croissante; donc
|Ap, — L] < 2e.

Z S, converge et ¢, - 0 = Z ap converge, de méme somme

L’hypothese €, — 0 contrdle ce qui se passe a l’intérieur d'un paquet, c’est-a-dire I’écart entre une
somme partielle quelconque et la plus proche somme partielle « de fin de paquet ». Dans I’exemple de

la question 2, £, = 2 pour tout p.
Cn

vn+1

reste de n modulo 3 vaut 0, 1 ou 2. On regroupe par paquets de trois, avec p(p) = 3p :

4. On note x,, pour n > 0, le terme d’indice n : x, = , ol ¢, vaut a, b ou c selon que le

g -2 b G €<|a|+|b|+|6|
PBpF+1 BpF+2  /3p+3 P=BpF1 potoo

Par les questions 1 et 3, la série an converge si et seulement si Z Sy, converge. Pour j € {1,2,3},

le développement (1 +z)" /2 =1 — g + O(x?) donne

1 1 ja-12 1 j 1
N 7 v 7 A v TR e R G
a+b+c a+2b+3c 1
e T OGm)
a+b+c
V3p

1 3
a+b+c=0,alors S, = O(W), et Z S}, converge par la proposition 9, puisque 3 > 1.

Sp=

Sia+b+c # 0, alors S, ~ , de signe constant, et ZSP diverge (théorémes 4 et 5). Si

@ boe e
Vi V2 V3 4

- converge <—= a+b+c=0

1 1 2 1
Vitva valyal
termes positifs, pris seuls, forment une série divergente : la compensation se fait a I'intérieur de chaque
paquet.

Piége. La question 3 est indispensable : la question 1 ne dit rien dans le sens « ZSP converge =

Par exemple, avec a = b =1 et ¢ = —2, la série - converge, alors que ses

an converge ». L’erreur la plus répandue est de regrouper les termes sans vérifier que les paquets
ont une taille bornée et des termes qui tendent vers 0; ici, chaque paquet compte trois termes, et c’est
ce qui donne g, — 0.
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SERIES A TERMES POSITIFS

| EXERCICE 7 x

On note u, le terme général. Sauf mention contraire, il est positif, et I’on applique la méthode

du cours : limite du terme général, puis équivalent ou comparaison avec une série de Riemann ou
géométrique (théoremes 3, 4, 5 et 1).

(a) On a u, = e VN2 o p2y, = (\/5)46—(111 2V tend vers 0 par croissances comparées (chapitre

1
10, proposition 2), puisque v/n tend vers +oc. Donc u, = o(—).
n

Z (;)\/ﬁ converge

1 1 1
(b) Comme — tend vers 0 et que In(1 4+ z) ~x en 0, on a u, ~ — - =

vn ’ v/

S |-

1 :
Z 7 In ( + 7) diverge

2 2
x 77
(c) Comme 1 —cosz ~ — en 0, 0on a u, ~ —.
2 2n?

Z (1 — cos %) converge

(d) Si a = 0, le terme général est nul pour n > 1 et la série converge. Si a # 0, les croissances

n
comparées (chapitre 7, théoréeme 7), avec ¢ =

1 n!
—, donnent T, 0, donc |uy,| = — — 400 : divergence
|al n! q"

grossiere, quel que soit le signe de a.

Z a™n! converge <= a =0

2 2 2
(e) Pour n > 1un—1n(+ 1)~

2
— puisque ———— tend vers 0.
n2+4+n— 3 PUSAUE 7o +

n2+n—1 n n—1
Zl (n +n+1) converge

(f) Onaln(e" —1)=n+1In(l —e ") ~n, donc uy, ~

Z hlin diverge
In(en —1) '8

2

1 1 1
(g) Comme chz — 1 ~ % en0,onach— —1~ o2’ et, par passage a la puissance 3 (chapitre
n n
1

\/in'
/1
Z ch — — 1 diverge
n

1
(h) On passe a la forme exponentielle, et 'on développe In (1 + =) a 'ordre 3 :
n

= I (14+2) = =n*(+ — o +0(5)) = —nt 2 +0(5).
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Par continuité de I'exponentielle, u,e” = !/2700/7) tend vers /e, donc u, ~ ee ™, terme d’une

série géométrique de raison — < 1.
e

Z (n :l_ 1 )n2 converge

tend vers 1, donc que u, tend vers 1 : c’est une

n
Piége. L’erreur la plus répandue est de dire que
n
forme indéterminée 1°°, et l'ordre 2 du développement est nécessaire. L’ordre 1 donnerait seulement
Inu, = —n+ O(1), ce qui suffit d’ailleurs pour la nature, mais pas pour 1’équivalent.

1
(i) Pour n > 1, 0on a 0 < nsin — < 1, et le développement sinz = z — % + O(x°) donne
n

o1 1 1 N
nsm——l—@+0<ﬁ), d’ou
1 a—2 a—2
Inu, =n%In (nsinﬁ> :_n6 +O(n°‘74)=—n6 (1+o0(1)).
Si a < 2, Inu, tend vers 0 et u,, vers 1; si a = 2, u, tend vers e /% : dans les deux cas, la série

B
n
diverge grossierement. Si o > 2, on pose = a—2 > 0; a partir d’un certain rang, In u, < BETL donc

0 < nu, < n2e /12 = (n’B)Qwe’"ﬁ/12 —0
n—-+o0o

par croissances comparées, et u, = o(—).
n

Z (n sin %)n converge <= o > 2

1
(j) On met n en facteur dans chaque racine et 'on développe a l'ordre 2 en —; :
n

a\1/3 3\/2 sa 3\1 (9 a1 1
wn=n(1+5) " a1+ 5) = (5-5)0+ G- 9)w +Ols)
. 9 a 3.1 . e o N VRN N
Sia# o5 Un "™ (5 — 5)5, de signe constant : la série diverge (théoréeme 4, appliqué & u, ou & —uy).
i 9 9 . -
Sia=—, u, ~———=, de signe constant, et la série converge.
2 8n3

Z(e/n?’—i-an—\/nz—i-?)) converge <= a:g

Le terme général n’est pas positif ici, mais il est de signe constant a partir d’un certain rang, ce qui
suffit pour le théoreme 4.
(k) Par le développement de I’exponentielle a 'ordre 2,

b 1-9b 1 1
_n Y - - v - -
tn = ¢ — (1—a) n 2n? O(n3)'

Sia# 1, u, tend vers 1 — a # 0 : divergence grossiere. Si a = 1 et b # 1, u, ~ ;, de signe
n

. . 1
constant : divergence. Sia=b=1, u, ~ o2 convergence.
n

b
i/m Y o
E (e a n) converge <= a="b=1
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(1) Le terme n’est défini que pour n > 2, puisque (n — 1)1*1/ " vaudrait 0° en n = 1; on étudie la

1 +1
série a partir de n = 2. Comme M tend vers 0, le développement e” = 1 + 2 4+ O(z?) donne
n
In(n+1) In%n In%n
1+1/n _ In(n+1)/n _ _
(n+1) = (n+1)e = (n+1)(1+ - +0( = ))=n+1+mn+1)+0(= - )
In?
et de méme (n—1)"Y" =pn—1—-In(n—1)+O0(— 2 ) Comme In(n+1) = Inn+o(1), le numérateur
n
vaut 2Inn + 2+ o(1) ~ 21nn, et
2lnn
Un ~ —
1 21 21
Sia > 1, on choisit p = ta €ll,af : nf- nno_ nn — 0 par croissances comparées, et la
nae nla—=1)/2

2lnn _ 1 s 1.
> — pour n = 3, et la série diverge.
n

série converge. Si a < 1,

(n + 1)1+1/n _ (n _ 1)1—1/n

na

>

n=2

converge <= a > 1

Le controle numérique est lent : le numérateur divisé par 2Inn vaut 1,14 pour n = 10° et 1,036 pour
n = 10'2, ce qu'explique la constante 2 négligée devant 21nn.

| EXERCICE 8 x

La série est & termes positifs. Pour N > 1, on sépare dans Sy les indices qui sont des carrés, n = k?
avec k < VN, des autres :

1 S LA | 2
Sv=2> @+t X Z = Z 2 S
k>1 n<N k=1 n=1
k2N n non carré
Les sommes partielles sont majorées : la série converge (proposition 5).
Z Uy, CONVErge
n>1
, T . . 2
On a nu, = 1 lorsque n est un carré, et nu,, = — sinon. La suite extraite (k“uy2) 4>, est constante

égale a 1 : la suite (nuy) ne tend pas vers 0 (chapitre 7, proposition 11 (i)).

(nuy) ne tend pas vers 0 : elle vaut 1 aux carrés et % ailleurs

On peut méme calculer la somme. Les indices non carrés s’obtiennent en retirant les carrés, d’ou

N +00 4
1 1 1 x »
Sy = z_: - Z o + Z kz’ et, par passage a la limite, avec Z = 90" valeur citée dans le
n=1 k2<N k2<N
cours aprés la proposition 8,
+00 2 4 2 2 4
T ot oo I
Sun =T -t = - 2207

90 6 3 90

A retenir. Pour une série convergente, u, tend vers 0, mais rien n’oblige u, a étre petit devant — :
n
la méthode du cours (« si nu, — 400, la série diverge ») n’a pas de réciproque. Les rares termes

de taille — sont trop espacés pour faire diverger la série. L’exercice 18 montrera que, pour une suite

décroissante, la convergence force au contraire nu, — 0.
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| EXERCICE 9 *

1. La série Zun converge, donc u, tend vers 0 (proposition 2) : & partir d’un certain rang,
0<u,<1 Pourunréel x € [0,1] et « > 1, on a x“ =z -2 <2 Ainsi 0 < upy < up & partir d'un
certain rang, et le théoreme 3 conclut.

Z Uy converge = Z u;, converge pour tout a > 1

2. Soit @ €0, 1[. Pour x € [0, 1], on a cette fois 2% > x, et pour x > 1, 2% > 1. On distingue deux
cas.

— Si up, < 1 a partir d’un certain rang, alors u;, > u, > 0 a partir de ce rang, et Z uyy diverge par
le théoréme 3 (ii).

o

) ne tend pas

— Sinon, u, > 1 pour une infinité d’indices n, et pour ceux-la u; > 1 : la suite (u
vers 0, et la série diverge grossiérement.

Z uy, diverge =— Z ug diverge pour tout o €]0, 1]

Piége. L’erreur la plus répandue est de reprendre I'argument de la question 1 en affirmant que u,, tend
vers 0 : une série divergente n’a aucune raison d’avoir un terme général de limite nulle. Le second cas

1
est indispensable. Le résultat est faux pour a > 1 : avec u,, = —, la série diverge et Z —5 converge.
n n

U .
3. Notons v,, = 771; onal0<v, <u,et0<v, <1.Si Zun converge, Zvn converge par
14+ uy,

le théoreme 3. Réciproquement, si Zvn converge, alors v, tend vers 0, donc v, < 3 a partir d’'un

. Un, . R .
certain rang; comme U, = =0 on obtient 0 < u, < 2v, a partir de ce rang, et E Uy converge.
— Un

U
Zun et Z 1 —|—nun sont de méme nature

On peut aussi raisonner par équivalents, mais il faut alors traiter a part le cas ou u, ne tend pas vers

évite cette distinction. Les deux séries sont de méme nature, mais leurs

1
n2+n+1

0; la relation u, =
1—v,

sommes different : pour u, = , on trouve v, =

n(n+1)

| EXERCICE 10 *

Premiére somme. La fonction f : ¢+ —= est continue, positive et décroissante sur [1,+4o0[. Pour

Vit

k+1 k
n>1et ke [n+1;2n], la proposition 6 (i) donne / < flk) < f, et, en sommant par la
k k-1
relation de Chasles,
2n+1 2n 2n
/ g < Z L g/ %
n+1 \/E k=n+1 \/E n ﬁ

La primitive usuelle 2v/t donne les deux bornes : 2(v/2n + 1—+v/n + 1) et 2(vV2n—+/n) = 2(vV2—1)y/n.
La borne de gauche vaut

2vi(y2+ L -1+ 1) ~2v2-1)vm,

et encadrement conclut (chapitre 10, proposition 6).

2n
1

> —=~2(V2-1)Vn~0828Vn
k=n+1 \/E

Pour n = 10%, la somme vaut 82,841, pour 2(\/5 —1) x 100 ~ 82,843 v'. Le théoreme 5 donne aussi
ce résultat, a condition d’écrire les équivalents comme des développements : la somme jusqu’a 2n
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vaut 2v/2n + o(v/n), celle jusqu’a n vaut 2v/n + o(v/n), et leur différence vaut 2(v2 — 1)v/n + o(v/n).
Soustraire directement les équivalents n’aurait pas de sens : l'erreur la plus répandue est d’écrire
« ~ 2v/2n — 2y/n » sans controler les restes, ce qui tombe juste ici seulement parce que 2V/2 -2 #0.

9 t 4 5

4 5 6 7 8 6 7 8 9
8 .8 8 -9
O NCEN
k=5 J4 pyd J5
Pour n = 4, les quatre rectangles bleus ont pour hauteurs f(5), ..., f(8) et pour aire totale 1,587.

8
Posés a gauche de chaque entier, ils sont sous la courbe et leur aire est inférieure a / f =~ 1,657;
4
9
posés a droite, ils la débordent et leur aire dépasse / f = 1,528. Les deux bornes different de
5

5 9
/ f- / f < f(4), et en général d’au plus f(n), quantité négligeable devant /n.
4 8

Seconde somme. La fonction g : t — est continue et positive sur [2,+oo[, et décroissante,

tint

comme inverse de la fonction croissante et positive ¢t — tlnt. Elle admet la primitive ¢ — In(Int), de
/

la forme Inowu avec u = In, puisque g = —. La proposition 6 (ii), avec ng = 2, donne
U

1 1
lnln(n+1)—lnln2<2 <
i kInk = 2In2

+Inlnn —Inln 2.

La borne de droite est équivalente & Inlnn, qui tend vers +oo. Pour la borne de gauche, on a
In(n + 1) ~ Inn, donc

(n+1)

1
Inln(n+1) =Inlnn + In nl =Inlnn+o(1) ~Inlnn.
nn

L’encadrement conclut.

"1
Z ~ In(Inn)
= klnk

La convergence de ce rapport est tres lente : il vaut 1,36 pour n = 10* et 1,30 pour n = 108, parce
que la différence entre la somme et Inlnn converge, vers 0,7947 environ (proposition 6 (iii)), et que
InInn ne vaut que 2,63 pour n = 10°.

A retenir. La comparaison avec une intégrale donne des équivalents de sommes partielles quand les
théoremes de comparaison ne donnent que la nature. Le second exemple confirme celui du cours
(section 20.3.3) : la série Z Tun diverge, mais a la vitesse de Inlnn, beaucoup plus lentement que

la série harmonique.
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| EXERCICE 11

o 1 “Inn- 1 . N
(a) Premiére série. Pour n > 2, ———— = ¢ mninlin _ . Deés que Inlnn > 2, c’est-a-dire
(hl n)lnn nlinlnn

n = e ~ 1618,2, ce terme est majoré par —;, et le théoreme 3 conclut.
n

1
Z W converge

n>2

1
Deuzxiéme série. Pour n > 2, I'inégalité In(1 4+ ) < x (chapitre 5), appliquée au réel x = 7 > —1,
n
donne L n
< o _ onIn(1-1/v/n) —n/v/n _ —/n
0< (1 —\/ﬁ) e <e e ,

1
et e”V? = 0(—5), comme & l'exercice 7 (a).
n
> (1- )
— — ] converge
n>1 \/ﬁ
1
Un développement donnerait plus précisément (1 — T)n ~e 2e*\/ﬁ, mais la majoration suffit pour
n
la nature. 9
e"+e ") —(e"—e™" 2e°"
Troisieme série. Pour n > 0, 1 — thn = (" + il ) = , compris entre 0 et
en 4 e 1+ e—2n

2¢72" terme d’une série géométrique de raison e 2 < 1.

Z(l — thn) converge

n=>0
s, . mr+nn 1 Inn - .
(b) Le terme général s’écrit 5 = —— + —5, somme de deux termes positifs. La série
n ne- n
Inn . Inn Inn . . 1 .
Z—2 converge, puisque n*? . — = —— — 0. La série de Riemann Z —— converge si et
n ne—

n2  n

seulement si 2 — A > 1. Par la proposition 1 (i) et (ii) :

n*+1Inn
Z ———— converge < A <1

2
n>1 n
L 1 . . : A . .
Pour A = 1, le terme est équivalent & — ; le logarithme, qui domine n” lorsque A < 0, n’intervient
n

jamais dans la nature.

(c) On note u,, le terme général, positif, et ’on compare b" et 2V™ au dénominateur.
n

— Sib<1,alors 0" <1< 2\/7‘, donc 2V" <H 1 oVn <2- 2\/ﬁ, et % < up < a”. La série converge
si a < 1 (série géométrique), et diverge grossierement si a > 1, puisqu’alors u, > 5
~—Sib > 1. alors LS = e"mb=VRIn2 tonq vers +oo, puisque nlnb — /nln2 = n(lnb — lr172)
) 2\/5 ) \/ﬁ N
a

Donc b* + 2V™ ~ b" et uy, ~ (f)n2‘/ﬁ. Sia > b, ce terme est au moins 2V et la série diverge

b
a a o
grossierement. Si a < b, on choisit ¢ € |-, 1[; alors (g)n2‘/ﬁ =g emim bq+\/mn2, et exposant

g )

L3 a /7 .
tend vers —oo puisque In o < 0 : le terme est 0(q"), et la série converge.
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am2vn
2 b+ 2Vn

n=0

converge <= a < max(1,b)

Le facteur 2\/ﬁ, qui tend vers 400, ne pese rien devant une exponentielle ¢" : la réponse est la méme
an
o +1
(d) On met n en facteur dans chaque racine, et Pon développe (1 + z)/3 et (14 2)'/? & l'ordre 3

que pour la série plus simple Z , que 'on traite par les mémes encadrements.

1
(chapitre 10, théoréme 5), ot z est d’ordre —. Le calcul donne
n

un:(a_1)+(b_a_3)1+(C_2ab+5@”+3)12+0(;)_

3 2 3 9 8/n 3 9 81  16/n
. 3 - : N . 3 : 1
Si a # =, u, a une limite non nulle : divergence grossieére. Si a = > le coefficient de — vaut
n
b 1 3 b 5 i .. . 1 _
371°3°3 % ; §’il est non nul, u, lui est équivalent a un facteur — pres, de signe constant, et
n
15 1 11 1
la série diverge. Sia = — et b = 3 le coefficient de g se réduit a g ~1® et u, = O(E) : la série

converge (proposition 9).

3 15
Z({j/n:”—i-anz—i-bn—i-c— \/n2+n+1> converge <= a = g et b= < ¢ quelconque

1 1
Il est inutile de discuter le signe du coefficient de —, qui s’annule pour ¢ = 6 : la domination par
n

1
2 suffit, quel que soit c.

1
(e) On pose h, = —, qui tend vers 0. La fonction Arccos est dérivable en , de dérivée
n

1 1 V2
- = —/2, et Arccos — = T Le développement limité & l'ordre 1 (chapitre 10) donne

1—-1/2 V2 4

s (L 4 82) T = VB ofh) Y2

Le terme général est négatif, puisque Arccos est décroissante : son opposé est positif et équivalent &
V2

ne’

41 ) W) — a>1
) — — converge (0%
no 4 &

Z (Arccos (

&

La condition de définition n® > — 2+ /2 ne porte que sur un nombre fini de termes, et ne

V2 -1

modifie pas la nature.

| EXERCICE 12 * *

(a) Le terme u,, est positif. Par le théoreme 5, H,, ~ Inn, et par la remarque qui suit la proposition

Inn 1
6, In(n!) ~ nlnn. Le quotient d’équivalents (chapitre 10, théoréme 1) donne u,, ~ o
nlnn n

H,
Z ' diverge
=0 In(n!)

(b) Pour z € [O,E] C [0,7], on asinz > 0, et sinz < = (chapitre 4) ; comme 14z > 1,
n

i3 w/n 4
sin® x T
0< <x3, donc Ogvné/ 2dr = —
0

13 Corrigé de MPSI - M. JOURDAIN



par croissance de I'intégrale (chapitre 18, théoreme 3) et primitive usuelle. Le théoréme 3 conclut.

E Up, CcOnverge
n>1

On n’a pas besoin de calculer 'intégrale : la majorer suffit. Elle est d’ailleurs équivalente & son majorant.
2

x
En effet, sur [073]7 Iencadrement sinz > x — G (chapitre 5) donne sinz > z(1 — 67T—2) > 0 pour
n
1 1 .
n =2, et > , d’oul
l+z 1+4+7/n
(1-75)° 4 4
6n®/ . = < < — donc ~ —.
1+7 Apd SOUS gt " U
4
Numéri t —— =~ 0,9975 vV
umériquement, viggo,/ 1100 ,
(c) On a w, = "% ¢t 1a proposition 7 donne H,Ina =1Ina-Inn +vyIna+ o(1), donc
wy, = nlnaeylnaeo(l) ~ a;Y ,
n— na

puisque e’ tend vers 1. La série de Riemann d’exposant — In a converge si et seulement si —Ina > 1,

c’est-a-dire a < —.
e

H 1
E a " converge <— a < —
e

n=1

Piége. L’erreur la plus répandue est d’écrire afn ~ ™™ 3 partir de H,, ~ Inn : on ne compose pas un

H
a n
équivalent par 'exponentielle. Le rapport —— = an=In7 tend vers a”, et non vers 1; la nature n’en
a
est pas changée ici, mais il faut le développement H, = Inn + v 4 o(1), c’est-a-dire une erreur o(1)

dans ’exposant, pour pouvoir conclure.

| EXERCICE 13

On note u, = 5 positif pour n > 2.

n®(Inn)
1+«
1. Supposons a > 1 et posons p = 5 €11, af. Alors
-B
- (Inn)

n(a—l)/2 n—+o0o

si 6 > 0, le numérateur est majoré par 1 pour n > 3; si 8 < 0, c’est la croissance comparée

(Inn)Bl = o(n(a_l)/Q) (chapitre 10, proposition 2). Ainsi u, = 0(7) avec p > 1, et la série converge
n

(théoreme 3 (iii)).

nlfa
(Inn)sB

1
pour n > 3, et si 8> 0, (Inn)® = o(n'~%). Donc u, > —
n

-«

Supposons a < 1. Alors nu,, = tend vers 400, pour la méme raison : si 8 < 0, nu, = n

a partir d’un certain rang, et la série diverge.

‘oz > 1: convergence; a < 1: divergence, quel que soit 3 ‘

Le logarithme ne pése rien devant une puissance de n : pour « # 1, on « vole » une petite puissance
n(@=1/2 pour I'absorber.

14 Corrigé de MPSI - M. JOURDAIN



(Inn)=#% _ 1

2. Supposons o = 1. Si § < 0, alors u,, = > — pour n > 3 : la série diverge. Si 5 > 0,
n

n

1
la fonction f : ¢ — W est continue, positive, et décroissante sur [2,+oc[, comme inverse de la
n

fonction croissante et positive ¢ — ¢(In t)’B . On reconnait f = uw'u™? avec u = In, d’ol une primitive :

n Inn)' =P — (In2)'—7 n
/ t( dt _ (Inn) (In2) siB#1, / d =Inlnn —Inln2.
9 2

Int)s 1-8 tint
. .y (In2)'=F . L
Cette suite est majorée (par ﬁ) si 8> 1, et tend vers +oo si 0 < § < 1. La proposition 6 (iii)
conclut.
1
=1: —_— R > 1
Q@ Z: i n)? converge 15}
n=2
d Int)!=# 1
On contréle la primitive par dérivation : dt(l)ﬁ = E(ln t)_ﬁ V.
3. En résumé, la série converge si et seulement si o > 1, ou bien a =1 et § > 1.
Z¥converge <~ a>1ou (a=1letB>1)
n*(Inn)?
n=2
B
. a=1, >1
divergence
1 1 |
0 T a
: convergence

Le domaine de convergence, en bleu, est le demi-plan ouvert > 1, auquel s’ajoute la demi-droite
épaisse {1} x ]1,+ool, sans son origine (1, 1), marquée d’un cercle vide. Sur la droite o = 1, frontiére
entre les deux comportements, c’est 'exposant du logarithme qui décide, avec le méme seuil 1 que
pour les séries de Riemann.

A retenir. Les séries de Bertrand affinent I'échelle des séries de Riemann exactement 1a ot celle-ci ne

décide pas. Le cas § = 1 est la série Z ]
nlnn

I’exercice 19 retrouvera les séries de Riemann par une autre méthode, la condensation, et prolongera
I’échelle d’un cran avec un facteur (Inlnn)®.

de ’'exemple du cours (section 20.3.3) et de l’exercice 10;

| EXERCICE 14 * *

Soit s > 1. La fonction f : ¢+ t~* est continue, positive et décroissante sur [1,+o0[, de primitive

s rdt 1—azls
t— 1 , et = S bowrz > 1. La proposition 6 (ii), avec ng = 1, donne pour tout n > 1
I—(n+1)ts &1 1—nt=s
S S 2 N N R
s—1 \kz::lks st s—1

Comme 1 — s < 0, les termes (n + 1)!7* et n'™% tendent vers 0, et le passage & la limite dans les

inégalités larges (chapitre 7, théoréme 5) donne

1
s—1

1
< ((s) <1+71, soit 1<(s=1)¢(s)<s
S_
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Le théoreme d’encadrement pour les limites de fonctions (chapitre 8, théoreme 5), quand s tend vers
1 par valeurs supérieures, conclut.

lim (s —1)({(s) =1, c’est-a-dire ¢(s) !

~Y
s—1t s—1t s —1

En particulier, ((s) tend vers +00 quand s tend vers 1 par valeurs supérieures : la fonction ¢, définie
sur |1,4o00], « garde le souvenir » de la divergence de la série harmonique, qui correspond a s = 1.
Pour s = 1,01, on a {(s) ~ 100,578 et (s — 1)((s) ~ 1,0058 v".

1 reste compris entre 0 et 1. Numériquement,

Pour aller plus loin. L encadrement montre que ((s)—

cette différence vaut 0,5844 pour s = 1,1 et 0,5779 pour s = 1,01 : elle tend vers la constante d’Euler
v~ 0,5772, comme H, — Inn dans la proposition 7. Nous ne le démontrerons pas ici.

| EXERCICE 15 * *

—2/3

La fonction f : ¢t +—t est continue, positive et strictement

N
Notons N = 10% et S = Z
n=1

n2/3’

décroissante sur [1,4o00], de primitive t — 3t'/3. La proposition 6 (ii), avec ng = 1, donne
3(N+DY2 1) <S<1+3(NYV2—1).

Or N3 =10% = 1000, et (N +1)"/3 > 1000. La borne de droite vaut 1+ 3 x 999 = 2998, celle de

gauche est strictement supérieure a 3 x 999 = 2997. Pour exclure ’égalité S = 2998, on revient a la

proposition 6 (i) : pour k > 2, la fonction f— f(k) est continue, positive sur [k —1, k], et non nulle (elle

vaut f(k—1)— f(k) > 0 en k — 1), donc son intégrale est strictement positive (chapitre 18, théoréme
k

4): f(k) < / f. L’inégalité de droite est donc stricte, et
k-1

109
1
2997 < S < 2998, L; WJ — 2997

Le choix de N = 10 rend la racine cubique entiére : ¢’est ce qui permet de conclure sans calculatrice.
La valeur exacte, obtenue par ordinateur, est S ~ 2997,552; les deux bornes encadrent S dans un
intervalle de longueur voisine de f(1) = 1, ce qui suffit ici parce que le nombre de bornes entieres
possibles est réduit a un.

Piege. L’erreur la plus répandue est de ne retenir que I’équivalent S ~ 3N 1/3 = 3000 du théoréme 5 :
un équivalent ne donne aucune information sur la partie entiére, puisqu’il autorise une erreur o( N 1/ 3,
éventuellement tres grande. Il faut un encadrement & moins de 1 pres, et la proposition 6 le fournit.

| EXERCICE 16 * %

1
1. Le terme général est positif et équivalent a o2 la série converge (théorémes 4 et 5). On
n

décompose en éléments simples (chapitre 13) :

1 1 2

n@2n+1) n 2n+1

Pour N > 1, la somme des inverses des entiers impairs de 1 & 2NV + 1 s’obtient en retirant de Hop 1

N
1
les inverses des pairs, Z 57 = §H N ; on en retire encore le terme 1, qui ne figure pas dans la somme :
—1 4
7j=1
N N
2 1 1
=2(H ——Hy—1), ———— =2Hy — 2H. 2.
7;1 o 11 ( 2N+1— S HN ) r; n@n + 1) N 2N+1 +
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1
Par la proposition 7, Hy — Hony+1 =In N —In(2N + 1) +0(1) = —In (2 + N> + o(1) tend vers — In 2.

+o00 1

L 92 _92In2~06137
nZ::ln(Qn—i—l)

1 1 1
Pour N =1, la formule donne 2 — 2(1 + 3 + g) +2= 3 qui est bien le premier terme v'.

1 5
2. Pour N > 1, on calcule la somme partielle d’indice 5N en écrivant, pour 5 | n, u, = — — —; les
n o n
multiples de 5 jusqu’a 5N sont les bk, 1 <k < N :

5N N
1 )
S5N—nE:1E— 2157]{:—H5N—HN—IH(5N)—IHN+O<1)mh’l&’),

encore par la proposition 7. Pour un entier n > 5 quelconque, on écrit n = 5N +r avec 0 <r < 4 et
N > 1; les termes d’indices 5N + 1, ..., 5N 4+ r ne sont pas multiples de 5, donc

T 4

< — < < —
O\Sn S5N\5N+1\5N’

qui tend vers 0 quand n, donc N, tend vers +oco. Ainsi .S, tend vers In 5.

+oo
Zun converge, et Z Up, =1nbd
n=1

C’est le regroupement par paquets de l'exercice 6 (questions 1 et 3), avec des paquets de cing termes
dont la somme des valeurs absolues tend vers 0. La somme partielle d’indice 5 x 10% vaut 1,6094375,
pour In5 =~ 1,6094379 v'.

A retenir. Les deux questions reposent sur la méme idée : exprimer les sommes partielles & 'aide de

H,,, pour plusieurs valeurs de m proportionnelles, puis utiliser H,,, = lnm + v + o(1), ou la constante
+o0 (71)n+1

~ disparait dans les différences. La méme méthode redonne la somme Z = In 2 de la section

n=
20.5, que le cours tirait de la formule de Taylor : la somme partielle d’indice 2N vaut Hony — Hy. Les
signes de Z Uy, ne sont pas constants, et une modification de ’ordre des termes changerait la somme ;
c’est le phénomene étudié a la section 20.5.1.

| EXERCICE 17 * %

1. Pour deux réels positifs z et y, 'inégalité (v/z — \/Q)Q > 0 donne /7y < iﬁTﬂLZ/ Ainsi

Qp + Gn+1

0 < V AnGn41 < 2

Si E an converge, la série E an+1 aussi, puisqu’elle n’en différe que par le premier terme, et la série

an+1

a
de terme général — * converge par la proposition 1 (i). Le théoréme 3 conclut.

Zan converge —> Z Vapan41 converge

2. Si (ay) est décroissante, alors a,, > an+1 > 0, donc \/anan+1 = \/a%_H = Qpt1. Si Z N

converge, le théoréme 3 donne la convergence de Z an+1, donc de Z Q-

(ayn) décroissante : Z /nlpt1 converge =—> Zan converge
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Sans la décroissance, il suffit qu'un terme sur deux soit nul : avec agr, = 1 et aggr1 = 0, on a
Vanan+1 = 0 pour tout n, alors que Z a, diverge grossierement.

14+ (="
Qy, = —’_(2) . Z Vantni1 = Z() converge, Zan diverge

L’exemple ne tient pas a la présence de termes nuls : avec agr, = 1 et aggy1 = m, tous stricte-

1 1
ment positifs, on trouve \/asxaorr1 = W et \/aok+102k+2 = m, et la série des moyennes

géométriques converge encore.

A retenir. La moyenne géométrique de deux termes voisins est controlée par le plus petit des deux;
elle ne voit pas un grand terme isolé, & moins que la monotonie n’empéche les termes voisins d’étre
tres différents. C’est le méme phénomene qu’a ’exercice 8 : une série peut contenir des termes « anor-
malement grands », pourvu qu’ils soient rares ou compensés.

| EXERCICE 18

n “+o00
On note S, = Zuk et S = Zuk
k=1 k=1

1. Soit n > 1. Par décroissance, chacun des n termes un+1, -. ., U2y est au moins égal au dernier,
U2n

2n
0 < nug, < Z up = Sap — Sp.
k=n+1

Comme (So,) et (S,) tendent toutes deux vers S (chapitre 7, proposition 11 (i)), le majorant tend
vers 0, et la suite (2nug,) aussi. Pour les indices impairs, la décroissance donne

2n+1

0< (271 + 1)U2n+1 < (271 + 1)'LL2n = o

- 2nugp,

qui tend aussi vers 0. Les deux suites extraites d’indices pairs et impairs tendent vers 0 (chapitre 7,
proposition 11 (ii)).

. < 1
lim nu, =0, cest-a-dire wu, = 0(—)
n—-+oo n

NUay,

1 2 3 4 9 10 k
10 o 4
Pour n = 4 et uy, = m, la barre d’indice k£ a pour hauteur u. Les quatre barres foncées,

d’indices 5 a 8, ont une aire totale Sg — Sy au moins égale a celle du rectangle hachuré, de hauteur ug
et de largeur 4 : c’est la minoration nus, < So, — S,, qui n’utilise que la décroissance.

2. La suite (u,) de I'exercice 8 est positive, et la série E U, converge ; mais nu, = 1 lorsque n est

1
un carré, et (nuy) ne tend pas vers 0. Cette suite n’est pas décroissante : uz = 9 < Uy = 1

Sans décroissance, E u, peut converger sans que nu, — 0 (exercice 8)
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Dans la question 1, c’est la décroissance qui transmet I'information « la somme des termes de n+ 1 a

1
2n est petite » a chaque terme; a ’exercice 8, le terme uy2 = 72 est seul de sa taille dans son paquet.

3. Les termes n(u, — up41) sont positifs, par décroissance. Pour N > 1, on sépare la somme en
deux et 'on décale I'indice dans la seconde (m =n+1) :

N N N+1 N
Z n(p — Upy1) = Z nuy, — Z (m—1Du, = Zun — Nupna.1,
n=1 n=1 m=2 n=1

puisque, pour 2 < m < N, muy, — (m—1)uy, = tny, que le terme n = 1 vaut uq, et qu’il reste —Nun41.

Par la question 1, Nuyy1 = (N + 1)un41 tend vers 0, donc les sommes partielles tendent vers

N+1
S.
400 400
Z n(un — Up+1) converge, et Z n(un — Upy1) = Z U,
n=1 n=1
2n +1 . 2
Pour u, = o on a n(u, — Upt1) = m, et la somme de cette série vaut donc 5 ce que

confirme le calcul numérique v'.

A retenir. Le calcul de la question 3 est une « intégration par parties discréte », appelée transformation
d’Abel : il fait passer la différence de u sur le facteur n, au prix d’un terme de bord Nup,1, et c’est
la question 1 qui I’élimine. On voit ainsi que les deux questions ne sont pas indépendantes : sans le
résultat nu, — 0, I'égalité des deux sommes pourrait étre fausse. Réciproquement, si (u,,) décroit vers

+oo
0 et si Zn(un — Upy1) converge, alors Z u, converge : par la proposition 4, uy = Z (U, — Unt1),
n=N
“+oo
donc Nuy < Z n(u, — Upt1), reste d'une série convergente, qui tend vers 0 (proposition 3), et
n=N

I'identité de la question 3 conclut.

| EXERCICE 19 x x

1. La suite (a,,) décroit vers 0 : ses termes sont positifs, et les deux séries sont & termes positifs. On
découpe N* en blocs dyadiques [27 ;2P — 1], qui contiennent chacun 2P entiers. Sur le bloc d’indice
p, la décroissance donne agp+1 < ap, < age, d’oli, en sommant les 2P termes,

ort+l_q
2Pa9p11 < Z an < 2Pasgp.

n=2p

N P
On note Sy = Z an et Tp = Z 2Pa9p. En sommant ces encadrements pour p allant de 0 & P, la
n=1 p=0
relation de Chasles donne
1 1 &
§(Tb+1——a1)::4*§:§W+1ay+1$§5§P+L47<ZFP.

22

Si Z 2Pagp converge, ses sommes partielles sont majorées par un réel M (proposition 5). Tout entier

N vérifie N < 2P+ — 1 pour un P convenable, et la suite (Sn) est croissante, donc
SN < Sopt1_1 <Tp < M;

la série a, converge par la proposition 5. Réciproquement, si a, converge, de somme S, I'inégalité
mn b n b) )

de gauche donne Tp11 < a1 + 25 pour tout P, et Z 2Pa9p converge.

Z a, et Z 2Pa9p sont de méme nature
n>1 p=0
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Le résultat subsiste si (a,,) n’est décroissante qu’a partir d’un rang ng : on ne somme alors les encadre-
ments que pour 2P > nyg, et les termes laissés de c6té, en nombre fini, ne changent la nature d’aucune
des deux séries. C’est sous cette forme qu’on I’emploie dans la question suivante.

2. Séries de Riemann. Si o < 0, le terme — ne tend pas vers 0, et la série diverge grossierement.
n

. . 1 .
Si a > 0, la suite a, = — décroit vers 0, et la série condensée a pour terme général
n

2P _
WPaop = 2}7& — (21 a)p.

(’est une série géométrique, convergente si et seulement si 2179 < 1, ¢’est-a-dire o > 1 (théoréme 1).

1
Z — converge <— «a > 1
nOé

ndt
On retrouve le théoréme 5 sans aucune intégrale : la condensation remplace la comparaison avec / o
1
par une comparaison avec une série géométrique.
La série Z ———— . Pourt > 3, on alnlnt > 0. Le logarithme du dénominateur est la
nlnn ( ln Inn)e

fonction g définie par

1 1 o
=1 Inl Inlnl "B=-(14 —4+ ———
g(t)=Int+Inlnt+ alnlnlnt, g(t) t( +lnt+lntlnlnt>’

et sa dérivée est strictement positive pour t assez grand, quel que soit le signe de «, puisque la

parenthése tend vers 1. Le terme a, = décroit donc a partir d’'un certain rang, et il

nlnn (Inlnn)e
tend vers 0, car In(nlnn (Inlnn)®) = g(n) ~ Inn tend vers +oo. La question 1 s’applique (on attribue
a ay et ag des valeurs positives quelconques). Pour p > 2, on a In2” = pIn2 et

2P L 1
20 -pln2- (Inp+1Inln2)® 2 p(lnp)®’

2p agp =

puisque In p+1Inln2 ~ Inp et que 'on peut élever un équivalent a la puissance « (chapitre 10, théoréme

1). Par le théoréme 4, la série condensée a la nature de Z

= p(lnp)
son terme est décroissant a partir d’un certain rang (méme calcul de dérivée) et tend vers 0, et pour
q=1,

—, que l'on condense a son tour :

e, 1 11
«

20 (In29)  (In2)> ¢’

terme d’une série de Riemann, convergente si et seulement si o > 1.

>

n=3

1
converge <= a > 1, Z

ninn (Inlnn)e —— — a>1
nlnn (Inlnn)e 2 (Inp)° converge Q

Chaque condensation « enléve un logarithme » : n devient 2P, Inn devient pln 2, Inlnn devient Inp a

une constante pres. Pour a = 0, on retrouve la divergence de Z ] établie dans le cours (section
nlnn
20.3.3) par comparaison avec une intégrale.

1
3. La suite b,, = min (an, —) est le minimum de deux suites décroissantes de limite nulle : elle est
n

1 1
décroissante <m, on a by, < an, < ay, et by, < — < —), positive et de limite nulle. La question
m n

(sin
1 s’applique a (by,), e
2pb2p = min (2pa2p, 1)

Par la question 1, la série Z 2Paqp diverge. Deux cas se présentent.
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— Si 2Pagp > 1 pour une infinité d’entiers p, le terme 2Pbgr vaut 1 pour une infinité de p : il ne tend
pas vers 0, et la série condensée diverge grossierement.

— Sinon, 2Pboy = 2Pagp & partir d’un certain rang, et la série condensée diverge comme E 2P aop.

Dans les deux cas, Z 2Pbop diverge, donc Z b, aussi, par la question 1.

Z a, diverge — Z min (an, %) diverge

Piége. L’hypothese de décroissance est indispensable. Pour a,, = 1 si n est un carré et a, = 0 sinon,

la série E a, diverge grossiérement, mais min (a,, —) vaut w2 sin = k? et 0 sinon : ses sommes
n
2
partielles sont majorées par 5 et la série converge. La méme suite lacunaire est au coeur de I’exercice

8, ou elle montrait que nu, peut ne pas tendre vers 0; l'erreur la plus répandue est de croire qu'une
série divergente ’est « parce que ses termes sont gros partout ».

| EXERCICE 20 *

a(n 1 1
Les termes (n) sont strictement positifs. Soit N > 1. Pour N+ 1< n <2N,ona — >

n? n2 = 4N?’
donc
2N o(n) 1 2N
> Tz 2 o)
n=N-+1 n=N+1
Comme o est injective, les N entiers o(N + 1), ..., 0(2N) sont des entiers naturels non nuls deux a
deux distincts. Rangés dans 'ordre croissant, ils s’écrivent mq1 < mo < --- < my, et une récurrence
L : : N(N+1) . .
immeédiate donne m; > 7 : leur somme est au moins 1 +2 +---+ N = — 5 Ainsi
2N
on N(N +1 1
Z ()2 ( +)27 pour tout N > 1
n? 8N?2 8
n=N-+1

Si la série convergeait, de somme S, ses sommes partielles Sy tendraient vers .S, ainsi que la suite
extraite (Saon), et la différence Son — Sy, qui est la somme ci-dessus, tendrait vers 0. C’est impossible,
1

puisqu’elle reste supérieure a 3

n

E 0(2) diverge, quelle que soit la bijection o
n

n>1

Pour o = id, c’est la série harmonique. L’exercice dit qu’aucune facon de réordonner les entiers ne
peut rendre la série convergente : on peut placer de petites valeurs de o sur beaucoup d’indices, mais
pas en moyenne, car chaque entier n’est utilisé qu’une fois. On remarquera que I'argument n’utilise
que l'injectivité de o.

Piége. L’erreur la plus répandue est de majorer ou de minorer terme a terme : on n’a aucune information
sur un o(n) isolé, qui peut valoir 1 pour un n immense. Seule une somme de termes consécutifs se
controle, et c’est pourquoi 1’énoncé propose les tranches [N + 1;2N], comme a I’exercice 18.
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| EXERCICE 21

k+2

Convergence. Pour k € N la suite tend vers 0 par croissances comparées (chapitre 7, théoreme

7), donc
k

224:%’2n'ﬁ:m&%)

Le terme est positif, et la série Z — converge : la série Z converge (théoreme 3 (iii)).

on+1
Relation de récurrence. Soit k > 1. Le terme d’indice 0 est nul, puisque 0¥ = 0, et I'on effectue le
changement d’indice n = m + 1 sur les sommes partielles, avant de passer a la limite :

L gk N (m+ 1)k 1By L md
Z 2n+l: Z 2m+2 - ZZ( >2m+1 _QZ(]) Z om+1°
n=0 m=0 m=0 j5=0 7=0 m=0

par la formule du binéme et l'interversion de deux sommes finies. Quand N tend vers +o0o, chacune

k

1 k

des k + 1 sommes intérieures tend vers Sj, et I'on obtient S = 3 Z ( > S;. Le terme j = k vaut
=0 \J
1
§Sk ; on le fait passer a gauche :
Z ( )S pour tout k >
X1 1 1

Valeurs. On a Sy = Z = =1 (théoréme 1). Par récurrence forte, si Sp, ..., Sp_1 sont

2n+1 2 1
entiers, Si lest, comme somme de prodults d’entiers : tous les S}, sont des entiers naturels. La relation
donne successivement

S1 =5 =1, Sy = Sp + 257 = 3, S3 = 5Sp + 351 + 35y =13,

Sy =859 +451 +6Sy +453=1+4+ 18 +52 = 75.
[So=1, Si=1, 5=3, 5=13, 5 =1

=X 1 1\m = 1
On controle S = z;o Sl = 1 20(m+ 1) (§> : la somme mz::()(m +1)2" = A obtenue dans

1
le cours par un produit de Cauchy (section 20.7.4), vaut 4 en z = 2 et S1 = e 4 =1 . Les valeurs

suivantes ont été vérifiées numériquement, ainsi que S5 = 541 et Sg = 4683.
A retenir. Ces entiers comptent les classements de k concurrents lorsque les ex aequo sont permis :
pour deux concurrents A et B, il y a les 3 classements « A avant B » « B avant A » et « ex aequo
». En effet, si F}, désigne ce nombre, avec Fy = 1, un classement de k > 1 concurrents est déterminé
par le groupe non vide des premiers ex aequo, de cardinal k — 7 avec 0 < 7 < k — 1, a choisir de
k—1
k k . k .
( i ) = ( ) facons, puis par un classement des j autres : Fj, = Z ( ) F;. C’est la relation de S,
—J J —o \J
7=0
avec la méme valeur initiale, donc Fj = Si pour tout k. Une somme de série qui compte des objets
finis : c’est un premier exemple de ce que la seconde année appellera une série génératrice.
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| EXERCICE 22 **
Le lemme. Soit m > 1. Les diviseurs positifs d de m tels que d < y/m sont des entiers de [1; |v/m]] :
m
il y en a au plus v/m. Si d est un diviseur tel que d > \/m, alors a est un diviseur de m strictement

inférieur a v/m, et application d — — est injective : il y a au plus v/m diviseurs strictement supérieurs

d
a v/m.

tout entier m > 1 a au plus 2y/m diviseurs positifs

Par exemple, 12 a six diviseurs 1, 2, 3, 4, 6, 12, et 2v/12 ~ 6,93 v.

Minoration du ppcm. On note L, = ppem(uq,...,u,). Chacun des u;, pour ¢ < n, divise L,
(chapitre 12), et ces n entiers sont deux a deux distincts, puisque la suite est injective : L,, a au moins
n diviseurs positifs. Le lemme donne n < 2v/Ly,, soit

2
n 1 4
Ly, > —, 0< < =
4 ppem(uy, ..., uy) M

. : . 4
Par comparaison avec la série de Riemann Z — (théoremes 3 et 5) :
n

1
Z converge
n>1 ppcm(u17 U2y« vy un)
Piége. Lerreur la plus répandue est de se contenter de L,, > max(uq,...,u,) = n, minoration vraie

(une suite injective d’entiers prend au moins une valeur supérieure ou égale & n parmi ses n premiers
termes) mais inutile, puisqu’elle compare la série a la série harmonique. Le ppcem est bien plus grand que
le maximum, car il « contient » tous les u; & la fois, et le lemme sur les diviseurs traduit exactement
cela. L’injectivité est indispensable : pour la suite constante égale a 1, L, = 1 et la série diverge
grossierement.

| EXERCICE 23 * % %

sin(Int)

Idée. La fonction f : ¢ +— n’est pas monotone, et la proposition 6 ne s’applique pas. Mais sa

dérivée est un O(=;) : I'écart entre f(k) et I'intégrale de f sur [k, k + 1] est alors le terme d’une série

12
absolument convergente, et la série a la méme nature que la suite des intégrales, qui oscille.
1. On reconnait une dérivée composée de la forme u'(¢) sinu(t) avec u = In (c’est le changement

in(Int
de variable s = 1nt) : la fonction ¢ — — cos(Int) a pour dérivée sm(tn) sur |0, +o0f, et

Z gin(Int T
/ Sm(tn) dt = [ = cos(Int)]] =1 —cos(Inz) pour z >0
1

2k (2k+1)m

Pour xp =e*" et yp =€ , deux suites qui tendent vers +oo, cette intégrale vaut respectivement 0
et 2. Si elle avait une limite £ en 400, la caractérisation séquentielle (chapitre 8, théoreme 1) donnerait
{=0etl=2.

T gin(Int
xr—>/ Sm(tn)dt n’a pas de limite en + oo
1

2. La fonction f est dérivable sur [1,+o0[, et

cos(Int) — sin(In t) 2 2
()= 3 , ]f’(t)\gﬁgﬁ pour t € [k, k+ 1].
2
L’inégalité des accroissements finis (chapitre 9, théoreme 6 (ii)) donne |f(k) — f(t)] < ﬁ(t — k)

k+1
pour t € [k, k + 1]. Comme l'intervalle est de longueur 1, on écrit f(k) = / f(k)dt, et 'inégalité
k
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triangulaire pour les intégrales donne

ktl 2 [kl 1 . sin(In k) k+1 sin(Int)
=] [ G- <5 [ e-pd= g o do= 2 [T S ar

1 1
dt = O(P>’ et plus précisément |dy| < 2

sin(lnk) /’€Jr1 sin(In¢)
k E t

3. Par la question 2 et la proposition 9, la série Z dy, est absolument convergente ; on note D,, ses
sommes partielles et D sa somme. La relation de Chasles et la question 1 donnent

" sin(l n+1 |
Z nk: =D, / Sm(tnt)dt Dy, +1—cos (In(n + 1)).

sin(Inn
Si la série Z 7) convergeait, la suite (cos(In(n + 1))) convergerait, comme différence de deux
n

suites convergentes. Montrons que ce n’est pas le cas. Pour k£ > 1, posons n; = Le%ﬂj; alors
ng < o2k < ng+1< o2k 4 1, donc

0<In(ng+1)—2kr <In(1+e ") ——0,
k—-+o0
et cos(In(ng + 1)) tend vers cosO = 1 par continuité du cosinus et 2m-périodicité. De méme, avec
my = [PV 1a suite cos(In(my +1)) tend vers cos T = —1. Deux suites extraites ayant des limites
différentes, la suite (cos(In(n + 1))) diverge.

sin(lnn
> ; )

n=1

diverge

Plus précisément, la somme partielle d’indice n vaut 14D —cos(In(n+1))+o(1) : elle oscille indéfiniment
entre D et D + 2, avec D ~ —0,0731 (valeur obtenue numériquement).

sin(In k)

T T T T N DT TP -D+2

1+ D — cos(lnn)

Les points bleus sont les sommes partielles, placées en fonction de Inn jusqu’a n &~ 12 000 ; elles suivent
la courbe 1+ D — cos(lnn) et repassent par leur minimum et leur maximum a chaque fois que Inn
augmente de 27, c’est-a-dire quand n est multiplié par ¢®™ ~ 535. La divergence est donc trés lente,
mais elle est certaine. .
ilnt
4. On applique la méme méthode a la fonction complexe h : t — 5 en annoncant comme a la

1lnt

i
question 1 la primitive : ¢t — — a pour dérivée —i - Eel Int h(t). De plus

i— eilnt
wiy="U"DC ) =

t2

vz 2
t2

@ sw [k, k+1],
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et l'inégalité des accroissements finis pour les fonctions & valeurs complexes (chapitre 9, proposition

k+1 1 k+1
6) donne, comme & la question 2, |h(k) — / h| < —=. Les écarts 6, = h(k) — / h forment une
k k

série absolument convergente, et

11nk‘

Zn: 11nt 7’L+1 Zék +i— iln(n+1)'

iln(n+1)

La partie imaginaire de ie est cos(In(n + 1)), qui n’a pas de limite d’apres la question 3 : la

suite (e’ 1n("+1)) diverge, et la série aussi.
ilnn
Z diverge
n=1
. : Co etlnn sin(lnn) L.
On pouvait aussi conclure sans calcul : la partie imaginaire de est , et une série complexe
n n
el Inn 1
dont la série des parties imaginaires diverge diverge elle-méme (proposition 1 (iii)). On a T
n

c’est une série « de Riemann » d’exposant complexe 1 — i, de partie réelle 1, et son terme général a

1
pour module —.

n
Piége. L’erreur la plus répandue est d’appliquer la proposition 6 a f, qui n’est pas monotone, ou de
sin(lnn) , L
——~ change de signe assez souvent pour que les compensations jouent comme

[ekﬂ" e(k+1)7r[

croire que le terme

dans une série alternée. Ici le signe est constant sur des plages de plus en plus longues, et

sin(Inn
chaque plage apporte une contribution voisine de +2. L’exercice 39 étudiera la série Z(— ”g,
n
ou le signe alterne vraiment, et qui converge.
| EXERCICE 24 x x %
+oo
1. On note R, ( Z uy, et Ry ( Z vk ; ces restes existent (proposition 3) et R, (v) > 0,

k=n+1 k=n+1

U

puisque les v, sont strictement positifs. Soit € €10, 1[. Comme —* tend vers 1, il existe un rang N tel
Uk

que, pour tout k > N,

(1 —e)vg <ug < (14 ¢e)vg.

Pour n > N, on somme ces inégalités pour k allant de n + 1 a m, puis on fait tendre m vers 400
(chapitre 7, théoréme 5) :

(1= &)Ru(0) < Ra(w) < (1 +)Ra(v),  soit [l <.
R, (v
+o0 —+o00
Up ~ Up, Up, Up > 0, ZU” convergente — Z up, ~ Z Vg,
k=n+1 k=n-+1

Comme les restes ne font intervenir que les termes d’indice supérieur a n, le résultat subsiste si les
suites ne sont strictement positives qu’a partir d’un certain rang : on I'applique aux suites décalées.
C’est le pendant, pour les restes de séries convergentes, du résultat sur les sommes partielles de séries
divergentes de 'exercice 11 de la feuille du chapitre 10.

2. Soit a > 1. La série ka est télescopique : pour N > n

N 1

1 1 1
2 vk = a—1 <n0‘_1 (N + 1)0‘—1) N—+too (a—1)na—1’
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puisque o — 1 > 0. Par ailleurs, le développement (1 +z)'™* =1+ (1 — a)z + o(x) en 0 (chapitre 10)

donne
1

1y1-a 1 a-1 41 1
:m@_(“ﬁ) >:(a—1)ka*1< o)~ e

Les deux suites sont strictement positives (¢t — t!7% est strictement décroissante), et la question 1,
appliquée au rang n — 1, donne

U,

X1 X 1
i = —
2:: ke 162:% k (v —1)no—1
400
C’est I’équivalent du théoreme 5, puisque Z Ta = Rn_1 et que (n — 1271 ~ n®~!. On l'obtient ici
k=n

sans intégrale : vy est accroissement d’une primitive de t~¢, ce qui est une fagon discréte de comparer
la série & 'intégrale.

1
3. Premier terme. On a u, — tupy1 = (Hy — Hpy1) +In(n+1) —lnn =1In (1 + 7> — . Les
n n+1
développements
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
n(l+-)=——=—+-—+0 =—- =—— =+ —=+0|—
n<+n) n 2n2+3n3+ (n4)’ n+1 n 1+% n nQ—i_n?’+ (n4)
donnent
1 2 1 1
wn =t = 53~ 50+ 0(a) ~ 5
: . 1 ntlde . , 1 1
Ce terme est strictement positif : In (1 + =) = / —, et la fonction continue ¢t — — — est
n n t t n+1

positive sur [n,n + 1] et non nulle, donc d’intégrale strictement positive (chapitre 18, théoreme 4);
c’est la version stricte de I’encadrement lu sur la figure de la section 20.3.2. Comme u,, tend vers 0

(proposition 7), la série télescopique Z(uk — ug41) converge et Jio(uk — Ugt1) = Up — limu = uy,
(proposition 4). Les questions 1 et 2, avec aw = 2, donnent =
= X1 1 1
Un:gl(uk—uﬂl)”glsz”v%a Hn—lnn—VN%

1
Terme suivant. On pose wy, = Uy — o qui tend vers 0. Comme
n

1 1111 +O(1>
2n 2(n+1) 2n(n+1) 2n2 2n3 nt/’
on obtient
1 2 1 1 1 1
o = i1 = (i~ Unn) = ey = =25+ 2s +0(5) =~ + 0(5):

1

La suite wyp1 — wy ~ 63 est strictement positive a partir d'un certain rang; la question 1 (sous la
n

forme décalée) et la question 2 avec @ = 3 donnent

=X e S B | 1
= 2 (0 =0~ D s ™ G g T g
k=n k=n

. 1 C
Ainsi w, = + 0(?)’ ce qui s’écrit

- 12n2

1 1 1
anlnn—k’y#—%— o2 +0<ﬁ)
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1 1
Pour n = 1000, on calcule n? (Hn —Inn—vy— 2—) ~ —0,0833333, tres proche de 13 v'. La remarque
n

qui suit la proposition 7 avait deviné le terme o SO I’écart observé pour n = 1000 ; 'exercice le
n

démontre et va un cran plus loin.

A retenir. La méthode est générale : pour obtenir le développement asymptotique d’une suite qui tend
vers 0, on développe ses accroissements, qui sont souvent explicites, puis on « resomme » les restes a
I’aide de la question 1. L’erreur la plus répandue est de sommer des équivalents sans vérifier le signe :
la question 1 exige des termes positifs, et ¢’est pourquoi on a travaillé avec wy11 — wy, positif, plutot

qu’avec wy, — wyp+1. En continuant, on trouverait que le terme suivant est (il n’y a pas de terme

1

en —3), ce que confirme le calcul numérique.
n

120n4

| EXERCICE 25 x x %

1 1
1.Pour k> 2, onal< z < X donc 1 < 3% < /3 < 2, et le facteur 2 — 3'/% appartient a 10,1].

u
Ainsi u, > 0 et —F =2 - 3V/0+) <1 14 guite (uy) est décroissante et minorée par 0.
Up

‘ (tn)n>2 converge, par le théoréme de la limite monotone (chapitre 7, théoréme 8) ‘

i In3 1
2. Comme u,, > 0, on peut écrire Inu,, = Z In (2—31/k). Avec 3'/F = o(m3)/k — l—l—n——l—O(—?),
= k k

puis In(1 + z) = = + O(2?),

In3 1 In3 1 In3
_3lk 272 = _3lky = 27 V=2
2-37"=1-— +O<k2)’ In(2-3/%) = —— +O<k2)

In3
Le terme —In(2 — 3Y/%) est positif et équivalent & HT : par le théoreme 4, la série Z —In(2 — 3'/k)

diverge, et, ses termes étant positifs, ses sommes partielles tendent vers +oo (proposition 5). Ainsi
In u,, tend vers —oo.

lim u, =0
n—-+o0o

1 1
3. On sépare la partie divergente de la série. Le terme a; = In (2 — 31/k) + %3 est un O(ﬁ) :la

série Z ay, est absolument convergente (proposition 9) ; on note A sa somme. Avec H,, = Inn+~y+o(1)
k>2
(proposition 7),

Inu, = Zak —In3(H,—1)= Zak —In3-lnn+1In3(1—7)+o(1).
k=2 k=2

Ainsi In (nln?’un) =Inu, +1n3-Inn tend vers A+ 1In3 (1 — ), et, par continuité de I’exponentielle,

a

+oo In3
U~ o, a:exp(ln3(1—7)—|—k§2(ln(2_31/k)+r]l{:))>0

Numériquement, A ~ —1,39718 et a ~ 0,39349; le produit n'"3u,, calculé directement pour n = 108
vaut 0,393487 v .

Piége. L’erreur la plus répandue est de déduire un équivalent de u,, d’'un équivalent de Inwu,,. On a bien
Inu, ~—In3-Inn =In(n" ln3), mais cela ne donne pas u, ~ n~ ™3 : il faut connaitre Inu, & o(1)

pres, et non a o(lnn) pres (chapitre 10). C’est tout le role de la série Z ag, qui fournit la constante

A. Comme In3 = 1,0986 > 1, on obtient au passage que la série Zun converge.
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| EXERCICE 26 * x x

U
Idée. Le rapport " tend vers 1 et la comparaison géométrique de la remarque de la section 20.4
n
I T . (n+1)~F B, 1
ne dit rien. On compare alors le rapport a celui d’'une série de Riemann, g = 1—=+4o(—):
n n n

1
c’est le terme en — qui départage.
n

. . Un41 Wn+1 . U
1. Comparaison des rapports. Si —ntl < nt pour tout n > N, avec w, > 0, alors la suite -
U, W, W,
p . N . N U . s ~
est décroissante a partir du rang N, d’ou u,, < w—N wy, pour n > N ; I'inégalité inverse donne de méme
N
U W41 1\-8 1
Uy = - wy,. On prend w,, = —, pour lequel ol (1 + —) =1- é =+ 0(—), de sorte que
wN nb Wy, n n n
n<un+1 . wn-i—l) B—a
U, Wy, / n—oo ’

Un+1 Wn41
nrl ol

— Si a > 1, on choisit § €]1,«[. La limite 5 — « est strictement négative, donc a
Un Wn

C
partir d’'un rang N, et 0 < u,, < —3 pour n > N, avec C' = NPuy. Comme B > 1, la série Zun
n
converge (théoremes 3 et 5).
— Si a < 1, on choisit 8 €]a, 1[. La limite est strictement positive, d’ou u, > —3 pour n > N,
n

avec C' > 0; comme (5 < 1, la série Z uy diverge.

U a 1
Z:l =1- o + 0(5) a>1 = Zun converge, a<l = Zun diverge
1 Un+1 n 1 1 o .
Le cas « = 1. Pour u, = —, on a = =1-—+ O(—), et la série diverge. Pour
. n Up, n+1 n n2

1
Up, = (n>2,etu; =1),onaln(n+1)=Inn+1In(1+ =), donc
n

n(lnn)?
n In(1+1 -2 1 1 2 1 1 1
uu? B nil(l—i_ = l:n/n)) - (1_%4_0(?))(1_nlnn+0<nlnn)) :1_54_0(%)’

1
et la série converge : la fonction ¢ — ———— est continue, positive et décroissante sur [2,+oo], de

t(Int)?
imitive ¢ —» —— t/n d L L 1 ition 6 (iii) conclut (c’est aussi 1
rimitive ——,e ———— = — — — < ——; la proposition 6 (iii) conclut (c’est aussi le
P Int’ 2 t(Int)2 In2 Inn ~ In2 prop
cas a = 2 de la série ——— de l'exercice 19).
2 p(lnp)® )
1, .. 1 1
a=1: — (divergente) et ————— (convergente) ont tous deux un rapport 1 — — + 0(—)
n n(lnn)? n n

2. On pose z, = In(n*u,) et Pon étudie la série télescopique Z(xm—l — ) (proposition 4).

Comme u,, > 0, le nombre 1+ h,,, avec h,, = —— + v,, est strictement positif, et
n

1
Tnit — 7 = Aln (1+ ﬁ) +1n(1 + hy).

La suite (h,) tend vers 0, puisque v, tend vers 0 (proposition 2). Par I'inégalité de Taylor-Lagrange
(chapitre 18, théoreme 8) appliquée & In(1 + ), dont la dérivée seconde est majorée par 4 en valeur

1
absolue sur [— ], ona |In(14+h) —h| < 2h* pour |h| < 7 Pour n assez grand, |h,| < B et |v,| <1,

272
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2\ 2\ I, A 1 A
donc A2 < — + 202 < —5 + 2[vp|. De méme Aln (1+-)==+ O(—2) En regroupant, le terme —

n n n n n n
disparait :

1 M
Tptl — T = Up + O( ) + O(hQ) |Tnt1 — xn| < Blon| + — o) pour n assez grand,

M
pour une constante M. La série a termes positifs Z (5lvn| + —2) converge : la série Z(xn+1 — p)
n

est absolument convergente, donc convergente, et la suite (x,) converge vers un réel L (proposition
4). Par continuité de ’exponentielle :

L
n’\un n el > 0, c’est-a-dire Upy ~ —
n—-+00 n

@}
[

Le résultat est plus fort que celui de la question 1 : il donne un équivalent, et tranche donc aussi le cas
A =1 lorsque le reste est absolument sommable, la série divergeant alors comme la série harmonique.

Les deux exemples du cas o = 1 ne contredisent rien : pour on a |v,| ~ , qui n’est pas

n(lnn)2’ nlnn
le terme général d’une série absolument convergente.
n
3. Pour u,, = ——, on a
nlen
U n+ 1) nler 1 1\n
win_ T e
Up (n+1)lentl nn e n
1 1 1 , .
Avecnln (14 -)=1— — + 302 + O( ) et le développement de I’exponentielle,
n n
Uptl 1 1 1
o =exp(— o +0(5)) =1 +O<n ).
: . 1 1 -
La question 2 s’applique avec A = 3 et v, = O(—2), terme d’une série absolument convergente : v/nu,

1
tend vers un réel £ > 0, et u, ~ Par le théoréme 4 et la série de Riemann d’exposant 5

l
f

n

n .
Z diverge
nlen

n=1

1
La question 1 suffisait d’ailleurs pour la nature, avec a = 3 < 1. Avec la formule de Stirling (chapitre

10, théoréme 6, et chapitre 18, théoreme 10), n! ~ v2rnn"e ", d’ou

1 1
, { = —— ~0,3989
V2mn V2T

Uy, ~

et l'on retrouve la divergence. Pour n = 10*, on calcule vn u, ~ 0,398939 v'. La question 2 démontre
ainsi la formule de Stirling a la constante pres; c’est exactement I’étape « la suite converge vers un
réel strictement positif » de sa démonstration au chapitre 10, la constante V27 venant ensuite des
intégrales de Wallis (chapitre 18).
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| EXERCICE 27 xx %

1. Comme 7,, tend vers 0, pour tout k € N, Dinégalité n, < 27% est vraie pour tous les n assez

grands. On construit ainsi par récurrence des indices ng < n1 < na < --- tels que n,, < 2_k, en
choisissant ng plus grand que ng_1. On pose alors a,, = ), si n est 'un des ng, et a, = 0 sinon. Les
N
termes sont positifs, et, pour tout NV, la somme Z an est majorée par Z 27% — 2 : 1a série converge
n=0 k>0
(proposition 5). Mais Zﬂ = 1 pour tout k, et le rapport an ne tend pas vers 0.
Ny n

il existe Z a, convergente, a termes positifs, avec a, # o(ny)

Si 'on veut des termes strictement positifs, on remplace les 0 par 27" : la série converge toujours, et
—=% > 1. Ainsi, aussi vite que 7, tende vers 0, la convergence d’'une série n’impose pas & son terme
My,

1
d’étre négligeable devant 7, ; pour n, = —, c’est ce que montrait ’exercice 8.
n

2. Les restes R, sont strictement positifs, et a,, = R,_1 — R, pour n > 1. En multipliant par la
quantité conjuguée, et comme /R, < /Rp_1,

R,) 2ay, Gn
2T Vi) = T s T | i 2R VR

On pose bg =0 et b, = pour n > 1. Comme R,_; tend vers 0 en restant strictement positif

1
vV Rn—l
(proposition 3), b, tend vers +o0o. Les sommes partielles de la série a termes positifs Zanbn se
majorent par télescopage :

N

S by <23 (VR - VE) =2V — VE) < 2VFp

1
b, = Vi +o00 et Zanbn converge

1 1
Pour a,, = —5, 0n a R,_1 ~ — (théoréme 5), donc b, ~ /n et a,by, : on passe d’une série de
n

3/2
n
Riemann convergente a une autre, plus lente.

3. Les termes étant strictement positifs, S, > ag > 0, et S,, tend vers +o0o en croissant (proposition

5). Pour m > n, chaque Sk avec n+ 1 < k < m est majoré par S,,, donc

oay 1 & B - Sy Sn
k;—&-ls ?:En; N Sm _1_%

a
Supposons que Z S—n converge, de sommes partielles T;, et de somme 7. L’inégalité s’écrit
n

S.
T,—T,>1-— =1 pour m > n;
Sm

a n fixé, on fait tendre m vers +oo (chapitre 7, théoréme 5) et 'on obtient 7" — T,, > 1 pour tout n.
Or T — T, tend vers 0 : contradiction.

Zan diverge — Z — dlverge

n>1
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1
La suite b, = 5 est positive, tend vers 0, et Z anby, diverge.
n

bp=— —0 et Zanbn diverge

L. . 1
Pour a, = 1, on a S, = n + 1, et 'on retrouve la série harmonique. Pour a, = — (n > 1), on a
n

Gn
S, =H, ~Inn, et — ~
n  nlnn

A retenir. La question 2 dit qu’il n’existe pas de série convergente « la plus lente », la question 3 qu'il
n’existe pas de série divergente « la plus petite ». Aucune famille de séries de référence, aussi riche
soit-elle, ne peut donc trancher toutes les natures par comparaison : ¢’est la conclusion, annoncée dans
le cours apres le théoreme 5, a laquelle conduisaient déja les séries de ’exercice 19.

: c’est la série du cours qui diverge « presque invisiblement ».

| EXERCICE 28 xx *

1. Supposons que Zan converge, de somme S. Alors S > ayp > 0, a, tend vers 0 (proposition
2) et S, tend vers S, donc a,S, tend vers 0 x S = 0, et non vers 1. Ainsi la série diverge; & termes
positifs, ses sommes partielles tendent vers +oo (proposition 5), et

Za diverge ap = @n S 1 =0
n ge, n — Sn oo 400 -
B Sn+1 An+1 Ant1 :
2. On a Sy41 = S, + ant1, donc =1+ , et tend vers 0 puisque an11 — 0 et
Shn Sn Sn
Sp — +o0.
SnJrl ~ Sp

Ensuite, par identité A — B2 = (A — B)(A + B),
S241 =52 = ang1(Sur1+Sn) = anp1Supa (1+ Sn ) —— 1x(141) lim (S2,, —S%) =2
n+1 n n+ n+ n n+1-n+ Sn+1 1o ’ n—=s-+oo n+1 n

3. Par le lemme de Cesaro sous la forme des accroissements (chapitre 10, proposition 16), appliqué

S2 S2
3 la suite (S2), on obtient — — 2, soit 2—” — 1; par continuité de la racine carrée, et comme S,, > 0,
n n
Sn
—— — 1. Alors
V2n
anSp 1

N

Qp = Aanp, Sn ~

1 1
Sn NSTLN\/QM N\/2n7

1
V2n

n n
4. Soit (by)n>1 telle que b, ~ ¢, avec ¢, = ,et B, = Z by, Cp, = Z ¢i. Par le théoreme 5
k=1 k=1
1
avec a = o, ) .
1 1 1 n
Cn=— — ~—— =12n.
" V2 ,;1 VE V2 1)2
Montrons que B, ~ C), ; c’est le résultat de ’exercice 11 de la feuille du chapitre 10, dont on rappelle
largument. Soit € > 0, et N tel que |by — x| < ecg, pour k > N. Pour n > N,

n
1B — Cu| < |By —Cn|+ D> |bk — x| < |Bn — On| +eCh.
k=N+1
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B
Comme C,, tend vers +o0, on a |By — Cn| < eC), pour n assez grand, et alors ‘C—n - 1‘ < 2e. Ainsi
n

B, ~ C,, ~V2n, et

1 _ -
5 Va2n =1, donc NEIEOO b, ; bp=1

ﬁ

by > by ~
k=1

Les questions 1 & 4 montrent que, pour une suite strictement positive, la condition « a,S, — 1 »
équivaut a « a, ~ T »; que la somme commence a 'indice 0 ou 1 n’importe pas, puisqu’un terme
n

fixe, multiplié par b, — 0, tend vers 0. Numériquement, la suite définie par ag = 1 et a,S5, = 1

—Sn-1+/S2_; +4
5 ! ) vérifie a, vV2n ~ 1,00066 pour n = 1000 v".

. . . . 1
Piége. L’erreur la plus répandue, a la question 3, est d’« intégrer » ’équivalent a,, ~ — comme une
n

équation différentielle sans justification. Le passage par S?L est la version discrete de la résolution de
y'y = 1, et c’est le lemme de Cesaro qui remplace I'intégration : il transforme l'information sur les
accroissements S> 11— S2 en information sur S2.

exactement pour n > 1 (soit a, =

| EXERCICE 29 * % %

Idée. L’algorithme glouton retient uy chaque fois que la somme reste inférieure ou égale a S. S’il refuse
une infinité de termes, 'écart a S est majoré par des uy arbitrairement petits; s’il n’en refuse qu'un
nombre fini, I’hypotheése u,, < R, interdit le dernier refus.

+o0
On note R,, = Z ug. Soit S € [0,U]. On définit par récurrence la partie A et les sommes
k=n+1
T, = Z uj : on pose Tp = 0 et, pour tout k € N,

JEA,j<k
ke Aet Tyy1 =Tk +ur si T +up < S, k¢ Aet Ty =Ty sinon.

Par récurrence, Ty, < S pour tout k. La suite (7)) est croissante et majorée par S : elle converge vers

un réel T' < S. C’est la suite des sommes partielles de la série a termes positifs Z EpUg, ol € = 1 si
k

k € A et 0 sinon, de sorte que T = Z ug. Il reste & montrer que T'=S.

keA
Premier cas : une infinité d’entiers k n’appartiennent pas ¢ A. Pour un tel k, on a T + up > S,

donc 0 < S—T < S—T} < ug. Comme uy, tend vers 0 (proposition 2), le long de ces entiers en nombre
infini, on obtient S — 7T <0, douT = S.

Second cas : seuls un nombre fini d’entiers n’appartiennent pas ¢ A. S’il n’y en a aucun, A = N et
T=U>S5,donc T = S. Sinon, soit m le plus grand entier refusé : T;, + u,, > S, et tous les entiers
k > m appartiennent a A. Alors

+00
T=Tn+ >, uwpe=Tn+Rn>Tn+um>5,
k=m+1

en utilisant ’hypotheése u,, < R,,. C’est impossible, puisque 1" < S : ce sous-cas ne se produit pas.

pour tout S € [0, U], il existe A C N telle que S = Z U,

keA
, 1 R | 1 , . s o
L’exemple u,, = onil- OnaR, = Z ST = gnil = uy : 'hypotheése est vérifiée, avec égalité, et
k=n+1
U=1.
1
tout réel S € [0, 1] s’écrit S = Z SR ACN
keA
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C’est 'existence du développement en base 2 : le chiffre d’indice k41 apres la virgule vaut 1 si k € A et
0 sinon. Par exemple, pour S = 3’ I’algorithme retient les entiers impairs, et ’on retrouve 3= Z o’
j=1
1
soit 0,010101 ... en base 2. Pour S = 2 il retient 0 puis plus rien : il fournit le développement propre
0,1, et non 0,0111...

2
Piege. L’hypothese u,, < R, ne sert que dans le second cas, mais elle est indispensable. Pour u,, =

3n+1 ’

onalU =1et Ry =

W =

2 2
uy = 3 Une somme Z ug vaut au moins 3 si0€ A, et auplus Ry =
keA

sinon : aucun réel de | =,

Wl Wl
wirn A

1
[, par exemple 3 n’est atteint. En répétant 'argument, on obtient I’ensemble

triadique de Cantor.

SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES

| EXERCICE 30

Pour tout n, on a 0 < v, — uy, < Wy, — Uy. La série E (wp, — uy) converge par linéarité (proposition

1), donc la série a termes positifs Z(vn — uy,) converge (théoréme 3), et Z Up = Z ((vn — up) + up)
converge, a nouveau par linéarité.

Up L VUp < Wn, E Uy, €t E wy, convergentes =— E Uy converge

L’astuce consiste a se ramener a une série a termes positifs en retranchant u, : le théoreme 3 ne
s’applique pas directement a des termes de signe quelconque, et c¢’est ’encadrement des deux coOtés
qui permet ce retour au cas positif.

(="

1
La seconde hypothése ne suffit pas. Pour n > 1, prenons w,, = et v, = —. On a |v,| = |wy],
n

la série E wy, converge par le critere des séries alternées (théoreme 7, la suite — décroissant vers 0),
n

et pourtant Z vy, est la série harmonique, qui diverge.

non : |vy| < |wy| et Y wy, convergente n’entrainent pas la convergence de » vy

Piége. L’erreur la plus répandue est d’appliquer le théoréme de comparaison a des séries qui ne sont
pas a termes positifs. Ce qui est vrai, ¢’est la proposition 9 : si |v,| < |wy,| et si Z wy, est absolument

convergente, alors E vy, est absolument convergente. Le contre-exemple repose précisément sur une
série semi-convergente.

| EXERCICE 31 *

1. Les décimales vérifient 0 < a,, < 9.

— Si |z| < 1, alors |a,z"| < 9|x|", terme d’une série géométrique convergente : la série E anz™ est
absolument convergente (proposition 9), donc convergente.

N
Gn

10n
n=1
serait un nombre décimal, donc rationnel, ce que contredit I’exercice 52 de la feuille du chapitre
18. Pour chacun de ces indices, |a,z"| > 1-1 =1 : le terme général ne tend pas vers 0, et la
série diverge grossiérement (proposition 2).

— Si|z| > 1, une infinité de décimales sont non nulles : sinon, a,, = 0 pour n > N, et 7 = 3+

Z anz" converge <= |x| < 1, et la convergence est alors absolue
n>1
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Le seul renseignement utile sur 7w est qu’il n’est pas décimal ; le méme raisonnement s’applique a tout

réel non décimal, par exemple 37 et, pour un réel décimal, la série est une somme finie qui converge

pour tout z.
n

2. On note u, = % bien défini puisque y # —1 assure y" # —1 pour tout n (si |y| # 1,
y"

ly"| # 1 pourn >1;siy=1,1+y" =2). On distingue selon |y|.
— Si |yl <1, y" tend vers 0 et |1+ 4y"| < 2. Pour |z| < 1, on a |u,| ~ |z|" (ou u,, =0 pour n > 1 si

x = 0), et la série converge absolument par le théoreme 4 et la série géométrique. Pour |z| > 1,
z|™ 1
on a |uy,| > ’2| > 2 et elle diverge grossierement.

n
, Y - . .
— Siy=1,u, = - la série converge si et seulement si |z| < 1.

. , T\ 1 N Tmo,.
— Si ly| > 1, on écrit u, = (—) T ouy tend vers 0, donc |u,| ~ ‘—‘ .St x| <yl 1a
Y

série converge absolument ; si |z| > |y|, |u,| tend vers une limite non nulle ou vers 400, et la
série diverge grossierement.

Dans tous les cas, la condition s’écrit || < max(1, |y|).

n

> 1i — converge <= |r| < max(1, |y|), ensemble D = {(z,y) | y # —1, |z| < max(1,|y|)}
)

n=0

Y
S ’
.
S |x‘<y ’
N ’
S
S ’
S ’
S ’
N ’
Vol
' D '
! |
I 1, T
1 1
iy T l/—*l
. ~
, N
. ~
. S
’
L7 ‘;1;|<—y N

Le domaine D est la bande verticale |z| < 1 pour —1 < y < 1, prolongée par les deux cones |z| < |y|
pour |y| > 1; ses bords en pointillés sont exclus, ainsi que la droite d’équation y = —1, sur laquelle la
série n’est pas définie. Le segment d’équation y = 1, |z| < 1, fait partie du domaine.

| EXERCICE 32 xx

2n
Pour x = 0, la série se réduit a son premier terme et converge. Soit x # 0 et u, = ( x™, non
n
nul. On calcule

Uny1  2n+2)'(n))?  (2n+2)2n+1)  2(2n+1) ’un+1’
) (D2 T T 1z YT a1 ©

— 4|z|.

Un, n——+oo

La regle de d’Alembert n’étant pas un théoréme du cours, on refait la comparaison géométrique de la

remarque de la section 20.4.
1
— Silz] < 7o choisit ¢ € |4|z|,1[. A partir dun rang N, |uny1| < qlun], ot |u,| < Juy| ¢ par

récurrence. La série géométrique E q" converge : E Uy, est absolument convergente (théoréme
3 et théoréme 6).

— Si |z| > -, le rapport ] | est supérieur a 1 & partir d’'un rang N : la suite (|uy|)n>n est

cr01ssante et strictement pOSltIVG elle ne tend pas vers 0, et la série diverge grossiérement.
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1
— Si|z| = T la formule de Stirling (chapitre 10, théoréme 6) donne

. 1<2n> _ (2n)! _ V4mn (2n)?me 2 1

T4\ n 4n(p)2  4n.27n -n2re=2n |\ /rn’
1 1 . L -
Pour =z = U =cn > 0et c, ~ \/j : la série diverge par le théoréme 4, comme la série
™
. , 1 Cn+1 2n+1 .
de Riemann d’exposant 3 Pour z = —q Un = (=) "¢y, et zn = 12 < 1 : la suite (cp)

décroit, et elle tend vers 0. Le critere des séries alternées (théoréme 7) donne la convergence, qui
n’est pas absolue puisque Z ¢, diverge.

om\ . 1 1 1 1
Z x" converge <= —— <z < 7 absolument <= |z| < 7 semi-convergente en r = 1

n=0 4

Pour n = 10°, on calcule ¢,/7n =~ 0,9999988 . On peut aussi obtenir 1’équivalent sans Stirling :
2
¢n = —Way,, ot Way, est lintégrale de Wallis du chapitre 18 (proposition 15), dont 1’équivalent
T
s 2 |7 1
Waop ~ [ — y aété établi: —/— = —.
an 4dn Y aV4n /mn
1
Piége. Lerreur la plus répandue est de conclure au bord |z| = = & I’aide du rapport, qui tend vers 1

et ne dit rien. Il faut un équivalent du terme; les deux bords ont alors des comportements différents,

1
dlvergence en Z et semi-convergence en —Z. On montrera en seconde année que la somme vaut

1 1 )
VI—dz %0,70711enx:_iet\/§enx:§_

| EXERCICE 33 * *

; numériquement, on trouve bien

L
V2

i / 1
1. Le module d’'un produit est le produit des modules, et ]1 + i’ =4/1+ 72 donc
In |z, 12”:1 (1+1) 0<1(1+1)<1
nlz,| == n — <ln — ) < =,
" 24 K2/’ k2 k2

1
par l'inégalité In(1+z) < z (chapitre 5). La série a termes positifs Z In (1+ ?) converge par compa-

1
raison avec Z 72 (théoreme 3) : In|z,| converge vers un réel L, et, par continuité de l’exponentielle,

\znlﬁp:eL>0, 1< p<e™ /12 52277
n—-+0oo
1X1 72
La majoration vient de L < 3 Z =1 (proposition 8). Numériquement, p ~ 1,9173; on peut
k=1

shr L
montrer que p = {/ ——, ce qui dépasse le programme.
T

™

i 1
2. Comme 1+% a une partie réelle strictement positive, un argument en est 6, = Arctan z € |0, Z] ,
et zp = |zn|€®", ol

P, = Z 0, = Z Arctan %
k=1 k=1

1
Comme Arctanz ~ z en 0, on a 6 ~ o terme positif : la série ZGk diverge (théoreme 4), et &,

tend vers +o0o en croissant.
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o Zn z
Supposons que (z,) converge vers un complexe z. Comme |z,| — p > 0, on aurait ¢®" = ﬁ — =
Zn p

et en particulier cos ®,, convergerait. Montrons que ce n’est pas le cas. Pour j > 1, soit p; le plus petit

)

entier n tel que ®,, > (254 1) ; il existe puisque ®,, = 400, et p; > 2 puisque ®1 = % Par minimalité,
®,. 1 < (25 + 1)m, donc

| S

. : ™ -
2j+1)r <Py, =), 1+ 0, < (2]+1)7T+Z, d’ou cos®, < —

%8
puisque le cosinus est majoré par — 5 sur [W,Z]. De méme, avec ¢; le plus petit entier tel que

2
®,, > 2jm, on obtient cos ®, > - Les suites (p;) et (g;) tendent vers +oco (sinon @, resterait

bornée), et les deux suites extraites de (cos ®,) ne peuvent avoir la méme limite.

‘(\zn]) converge, mais (z;) diverge‘

Im

La ligne brisée relie zg = 1, 21, 22, ..., jusqu’a 25500 environ. Elle s’approche du cercle de rayon p en
le longeant, sans jamais s’arréter : 'argument ®,,, voisin de Inn + 0,30, continue de croitre, de plus en
plus lentement.

A retenir. La convergence d'un produit de complexes se ramene a deux séries, celle des In |1 + wy|

1
pour le module et celle des arguments. Ici In |1 + %‘ = O(ﬁ)’ mais 'argument 6y, est de l'ordre de

T c’est la série harmonique, cachée dans les arguments, qui fait diverger le produit. L’erreur la plus

répandue est de conclure a la convergence de (z,) a partir de celle de (|z,]), alors que la convergence
du module ne dit rien de I’argument.

| EXERCICE 34 * *

Idée. Apres division par le plus grand module r, seuls les termes de module 1 comptent quand k
est grand : leur somme Ag, une combinaison de puissances k-iéemes de nombres de module 1, devrait
tendre vers 0. Une telle somme peut s’annuler pour certains k, mais pas « en moyenne » : la moyenne
de |Aj|? tend vers la somme des carrés des multiplicités.

Mise en place. Comme Zun converge, u, — 0 (proposition 2). Supposons par I’absurde que la
suite (u,) n’est pas nulle, et soit ng tel que uy,, # 0. Seuls un nombre fini d’indices vérifient |u,| = |un,|,
puisque |u,| — 0; le plus grand des modules correspondants est donc le plus grand de tous les |uy,]| :

= 0.
=gl >

Pour k > 1, on a |[uf| < 787 u,| : les séries Zufﬁ sont absolument convergentes (proposition 9), ce
” —+o00 1 —+oo
qui donne un sens & I’hypothése. On pose v, = —, de sorte que |v,| < 1 et Z vfi = — Z ufl =0
r r
n=0 n=0

pour tout k > 1.
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Séparation des termes de module 1. L’ensemble J = {n € N | |v,| = 1} est fini, puisque v, — 0,
et non vide. On note ws, ..., wy, les valeurs distinctes prises par v, pour n € J, et ¢; > 1 le nombre
d’indices n € J tels que v, = w;. Hors de J, on a |v,| < 1, et seuls un nombre fini de ces modules

1
dépassent 3" le réel p = sup |v,| (nul si J =N, ce qui est en fait impossible) vérifie p < 1. Pour tout

n¢J
k>,

+00 P too
0=Y vh=Aiten A=Y cuf  lal=| ok <Y fual.
n=0 j=1 n¢J n=0
Comme p < 1, g tend vers 0, et donc

Ak_z%mo

Moyenne des carrés des modules. Pour K > 1, on pose Mg = 174 Z | A2, Comme |Ag|? tend vers 0,

k=1
K

le lemme de Cesaro (chapitre 10, proposition 16, appliqué a la suite Vg = Z \Ak\Q, dont les accrois-
k=1
sements tendent vers 0) donne My — 0. Calculons Mg autrement. En développant |Ay|* = A A,

avec w; = — puisque |w;| = 1,
wp

p P p
|Ax|? = Z chcl (ijl Zc + Zc]cl i, gj1 = w;y.

j=11=1 j=1 j#l

Pour j # 1, on a |g;;| = 1 et g;; # 1, puisque ¢;; = 1 équivaut & w; = w;. La somme géométrique vérifie
alors

K K
3] = o k| < 2
qjl_q]l1—~ X

11— gl
borne indépendante de K. En sommant sur k de 1 & K et en divisant par K,
p
B 2cicy
> s R— B = J
g Z 7K’ Z — gl
j=1 J#l J

Quand K tend vers +o00, on obtient lim Mg > Z ci > 1, ce qui contredit My — 0.
J

+oo
si Zun est absolument convergente et Z uf‘; = 0 pour tout k > 1, alors u,, = 0 pour tout n
n=0

Piége. L’erreur la plus répandue est de croire que Ap — 0 est absurde terme & terme, en affirmant
qu’'une somme de nombres de module 1 ne peut pas étre petite. Elle peut méme étre nulle : pour
w; =1 et wy = —1, avec ¢; = ¢3 = 1, A, = 1+ (—1)* s’annule pour tout k impair. C’est pourquoi on
passe a la moyenne : dans cet exemple, Mg tend vers c% + cg = 2, ce que confirme le calcul numérique.
Le regroupement des valeurs égales est aussi indispensable, sans quoi certains gj vaudraient 1.

A retenir. Pour une famille finie, le résultat est un énoncé d’algebre : si 21, ..., zy vérifient Z zf =

(2
pour k =1, ..., N, ils sont tous nuls; on le démontre par les identités de Newton, qui expriment les
coefficients du polynéme H(X — z;) a Paide de ces sommes, et montrent que ce polynéme vaut X N

(2
Pour une infinité de termes, ’algébre ne suffit plus, et c’est 'analyse qui prend le relais : la convergence
absolue permet de négliger les petits termes, la moyenne de Cesaro de contréler les grands. Le calcul
de Mg est une forme discrete de 'orthogonalité de la famille trigonométrique rencontrée au chapitre
19.
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SERIES ALTERNEES

| EXERCICE 35

1+ n® 1 . ool
1. Pour n € N, on pose x, = 31 ne =1- T e’ qui appartient a [5,1[ (pour n = 0, on a

T
0% = 0 puisque a > 0, et uy = Arccos 5 = §> Le terme u,, = Arccosz, est donc bien défini, et

une](),%].

Monotonie et limite. La fonction ¢t — 1 —

11 est croissante sur [0, +oo| et la suite (n®) est

croissante, donc (x,,) est croissante ; comme Arccos est décroissante, la suite (u,,) est décroissante. De

plus x,, tend vers 1, et Arccos est continue en 1, de valeur 0 : u, tend vers 0.
1

2+ no’

Equivalent. Par définition, cosu, = xz,, soit 1 — cosu, = Comme u, tend vers 0, le

U
développement limité de cos (chapitre 10, théoreme 5) donne 1 — cos u,, ~ ?”, d’ou

u? 1 1 . V2
2 T 2qpe T par PER T

par passage a la racine carrée, compatible avec les équivalents (chapitre 10, théoréeme 1). Pour n = 108
et a = 1, on trouve n'2u,, ~ 1,414213 V.
Nature de Zun Les termes sont positifs, et le théoréme 4 rameéne la série a la série de Riemann

d’exposant % (théoreme 5) :

Zun converge <= o > 2

Nature de Z(—l)”un. La suite (uy,) décroit et tend vers 0 : le critére des séries alternées (théoreme
7) s’applique, quel que soit o > 0.

Z(—l)"un converge pour tout o > 0, absolument si et seulement si o > 2

Pour 0 < a < 2, la série est donc semi-convergente.
2. Pourn>1l,onan+sinn>1+4+sinl >0sin=1,etn+sinn>n—1>0sin>2:leterme

pt+q . p—q
sin

général est défini. Posons a,, = ———— > 0. La formule sinp — sinq = 2 cos (chapitre

n +sinn
4) donne
|sin(n +1) —sinn| = 2’COS <n+ 1)’sin1 < 25in1 ~ 0,9589 < 1
2 2 2 ’ ’
donc (n+1) +sin(n+1) — (n+sinn) = 1 +sin(n+ 1) —sinn > 0. La suite (n + sinn) est strictement

croissante, et elle tend vers +oo puisqu’elle est minorée par n — 1. La suite (a,) est donc décroissante
de limite nulle, et le théoréme 7 s’applique directement :

—1)"
E 7( ) converge, et le théoreme des séries alternées s’applique directement
nzl n 4 sinn

. 1 . .
La convergence n’est pas absolue, puisque a, ~ — (théorémes 4 et 5) : la série est semi-convergente.
n

Piége. L’erreur la plus répandue est de croire que l'oscillation de sin n empéche la décroissance de (ay,).
Elle ne I'empéche que si la perturbation varie, d’un rang au suivant, plus vite que le terme principal :
_1)»
B Gl
Vn+sinn
1
contraire, v/n augmente de moins de —~—, et la décroissance est en défaut, par exemple de n = 1001

2vn
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ici le terme principal n augmente de 1 et la perturbation de moins de 0,96. Pour



an = 1002; on revient alors & un développement asymptotique, comme dans ’exercice suivant. Ici,
ce développement donnerait aussi le résultat :

(-)" (- (~DL)"sinn vof 1 )

n +sinn n n? n3

ou le premier terme releve du théoreme 7 et les deux autres de la proposition 9.

| EXERCICE 36 *

La méthode est celle de la remarque qui suit le théoréme 7 : pour une série de signe variable, on
écrit un développement asymptotique du terme général jusqu’a un reste qui est le terme général d’une
série absolument convergente. Les termes qui restent sont alors soit de la forme (—1)"a,, avec (a;)
décroissante de limite nulle (théoreme 7), soit de signe constant (théorémes 3 et 4).

1 1 1
(a) Le terme v, = e — (1+ —)" est strictement positif, puisque nln (1 + =) < n - — = 1 (chapitre
n n n
1 1 h  h?
5, In(1+x) < z pour z > 0). Avec h = —, on a 7 In(l1+h)=1- 3 + 3 +O(h3), et le développement
n

de I'exponentielle donne

1 11 1 111 1
(1+5)n:e-exp(—%+w+o($)):e(l—%+m+0($)),

. e 11le 1
dou ”"‘%_24n2+0($)

Un, - . .
— Convergence absolue. Ona — : la série converge absolument si et seulement si a+1 > 1,

. ) ne ~ Inatl
c’est-a-dire a > 0 (théoremes 4 et 5).

_ . e
=1 qui tend vers 5 ou vers

e
— St a < —1, la valeur absolue du terme général est équivalente a in*
+00 : la série diverge grossierement (proposition 2).

— Si —1 < a <0, on écrit

(=)™, e (=1)" 0 1

ne 9 potl (na+2>'
Le premier terme donne une série convergente par le théoréme 7, puisque o + 1 > 0; le second
est le terme général d’une série absolument convergente (proposition 9), puisque o +2 > 1. La

série converge.

‘la série (a) converge <= a > —1, absolument <= «a > ()‘

1
(b) Pour n > 2, on factorise v/n au dénominateur et 1’'on développe T2 = 1 — 2+ O(2?) avec
="
T = , qui tend vers O :
Vn
(1) (=)o, (=11 BRSO 1
— 1— - — _ L
v+ (=1)n Vn ( Vn +O<n))’ vn+ (=1)n  pl/2me ploa +O(n3/2—0‘)

a—1/2

— Convergence absolue. La valeur absolue du terme est équivalente a n : la série converge

. o1 < s
absolument si et seulement si 3~ a > 1, c’est-a-dire a < —3
. 1 . .
— Sia > —, cette valeur absolue ne tend pas vers 0 : divergence grossiere.

— Sl a < 5 le premier terme donne une série convergente (théoréme 7), et le reste une série
3
absolument convergente, puisque 5 @ > 1. Par linéarité (proposition 1), la série a la nature de

1
Z ——» qui converge si et seulement si 1 —a > 1, soit a <0.
n —Q
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1
la série (b) converge <= a <0, absolument <= « < —3

Pour o = 0, on retrouve exactement ’exemple de la remarque qui suit le théoreme 7 : le terme est

(=n"

équivalent a , et pourtant la série diverge.

(c) On isole le terme nm par la quantité conjuguée : pour n € N,

en =V1+n?m2 —nr = sin (\/ 1+ n2772) = sin(nm + &,) = (—1)" sine,.

1
V1+n2r2 +nr’

Le dénominateur de ¢, est strictement croissant et tend vers +oo : la suite (&,,) décroit vers 0, a partir
T
de g9 = 1. Comme sin est croissante sur [0,1] C [0, 5], la suite (sine,,) est positive, décroissante et
1
de limite nulle, et le théoreme 7 donne la convergence. Enfin sine,, ~ &, ~ o la convergence n’est

™
pas absolue.

Z sin (V1 + n272) est semi-convergente

1
(d) Le méme procédé, avec n + 5 au lieu de nm, donne

1y n24n+1—(n+ 1) 3/4
bp=vVn2+n+1l—(n+=)= 2o = :
" ( 2) ViZ+tn+1l+n+3  VR2Z4n+l+n+i

1 3
La suite (d,,) décroit vers 0, de dp = 3 et O, ~ - Pour tout réel x, on a
n

cos (mr + g + m) = (—1)"cos (g + a:) = (—1)""sin,

cos (7[‘\/ n? +n+ 1) = (=1)""sin(nd,)

T
avec mop, € ]0,5] : la suite (sin(wdy)) est décroissante de limite nulle, et la série converge par le

3
théoréme 7 (au signe global pres). Comme sin(7dy,) ~ 81’ elle n’est pas absolument convergente.
n

> cos (mvV/n? 4+ n+ 1) est semi-convergente

(€) Posons ¢, = (n!))'/™ pour n > 1. Comme n! < n" < (n+1)", on a

(n+ 1) = ()" +1)" > ()" - nl = (n))"*,

et, en prenant la puissance Cn+1 > Cp : la suite (cp,) est croissante. Elle tend vers +oo,

n(n+1)’
_ In(n!) o . T N
puisque In¢, = ——= et que In(n!) ~ nlnn (remarque qui suit la proposition 6). Ainsi (—) décroit
n Cn
1
vers 0, et la série converge par le théoreme 7. Enfin ¢, < n, puisque n! < n" :ona — > —, et la série
Cn M

des valeurs absolues diverge par comparaison avec la série harmonique (théoréeme 3).

_1\n
Z( )‘ est semi-convergente

n

n.

n
La formule de Stirling (chapitre 10, théoréme 6) précise que ¢, ~ —, mais elle est inutile ici.
e
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(f) Pour n > 2, posons z,, = (Inn)®. Le dénominateur x,, + (—1)" ne s’annule pas, puisque z, = 1
équivaudrait & n = e. Au lieu d’'un développement, on écrit une identité exacte : pour ¢ = +1, on a

£ £ g’ .
- — = , d’ou
x z+e z(z+e)
o _ v, i
(Inn)e + (—=1)» T " " rp (e + (—1)7)

1 1"
La suite (—) décroit vers 0, puisque a > 0 : la série Z (=1) converge (théoréme 7). Pour n > 3, on
L, T

1 1
a zp > 1, donc by, > 0, et by, ~ — = ——-. Par croissances comparées (chapitre 10, proposition 2),

22 (Inn)?
Inn)?®
! tend vers 0, donc ———-
n (Inn)?e
3 et 4). Par linéarité, la série étudiée diverge, comme la différence d’une série convergente et d’une
série divergente.

1
> — a partir d’un certain rang : la série Z by, diverge (théoremes
n

0,
d tout
Z (nn)e + (1) iverge pour tout a > 0

(g) Sin®>2,onan+(—1)" > 1, et le terme est défini : il 'est donc & partir d’un certain rang,
et la nature ne dépend pas de ce rang. On note ¢ = (—1)", L, = alnn et n, = In (14+en~?), de sorte
que In (n® +¢) = Ly, + 7. La méme identité exacte qu'en (f) donne

e e em

Le réel eny, est strictement positif : il vaut In(1 +n~%) si n est pair et —In(1 —n~%) si n est impair.
Comme In(1+xz) ~z en 0,on aen, ~n" ¢ et L, +n, ~ Ly, dou

(=1) = (=1) — Cp, cp >0, Cp ~ ;
In (n®*+(-1)?) alnn a?n®(Inn)?

_1)»
La série Z (1> converge par le théoréme 7, et la série positive ch a la nature de la série de
alnn

Bertrand Z ()2 (théoreme 4) : par l’exercice 13, elle converge si et seulement sia > 1, oua =1
n®(lnn

et 2 > 1, c’est-a-dire si et seulement si @ > 1. Enfin la valeur absolue du terme général est équivalente
1 1

N

a o > - pour n assez grand : la convergence n’est jamais absolue.

‘1a série (g) converge <= a > 1, et elle n’est jamais absolument convergente
Les calculs de controle confirment lidentité et I’équivalent : pour n = 10'2, le rapport de ¢, a
a2n“(1hr1n)2 vaut 1,00000 poura=1eta =2 V.

A retenir. Dans les cas (f) et (g), le terme général est équivalent au terme d’une série alternée conver-
gente, et pourtant la série peut diverger : c’est le piege annoncé par le cours apres le théoreme 4. Le
terme correctif, de signe constant, est négligeable devant le terme principal, mais c’est lui qui décide
de la nature. On a ici préféré une identité exacte a un développement asymptotique : elle évite d’avoir
a controler un reste.
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| EXERCICE 37 xx

1. Supposons u positive et E(u) non vide. Soit p € E(u). La série Z ub converge, donc u? tend vers
0 (proposition 2), et u, = (u2)"/P aussi. A partir d’'un certain rang, 0 < u, < 1, donc 0 < v < u?,
et la série Z uPT! converge par le théoréme 3 : p+1 € E(u). La partie non vide E(u) de N a un plus
petit élément pg > 1, et une récurrence immédiate donne

(E()=0 ou E(u)={peN|p>p}, po=minE(u)]

2. Pour u,, = 1, toutes les séries Zuﬁ divergent grossierement : | E(u) = 0 |.

Soit pg > 1. On cherche u, = n™?, pour n > 1, avec 8 > 0 : la série Zn_ﬁp converge si et

1
seulement si Sp > 1 (théoreme 5). Il suffit donc que le seuil B soit strictement compris entre pg — 1 et

1 1 1
Do, par exemple — = pg — = : pour un entier p, on a p > py — 3 si et seulement si p > pg.

3 2

1

1 1

Pour pg = 1, on obtient u,, = —;, et toutes les séries Z —, convergent.
n n<pP

(1)

e —
on a ub (n(n+ 1))

3. Premier exemple. Pour u, =

I
(n(n+ 1))

certain rang, donc uf >

— Si p est pair, ub = . Par croissances comparées, (In(n + 1))? < n + 1 a partir d'un

, et la série diverge (théoréme 3).
n+1 ge ( )

(="

(In(n+ 1))’ et la suite ((In(n + 1))7P) décroit vers 0 : la série converge
n{n

— Si p est impair, uf =

par le théoréme 7.

‘E(u) ={p=1|p impair}‘

Cet ensemble n’est ni vide ni de la forme {p > po} : le résultat de la question 1 ne subsiste pas sans
hypothese de signe.

-1 n+1
Second exemple. Pour tout n > 2, on pose z, = nl)/?’ Comme |z,| < 2~ 1/3 < 1, le terme
. o 2 1 5 (=1nt! ) Ny
up = In(1 + x,) est bien défini. On a z; = 73 et =, = Y et le développement limité de

In(1+ x) a Pordre 3 en 0 donne

Up —

-1 n+1 1 -1 n+1 1

SN S )
nl/3 2n2/3 3n ni/3

— p =1 : le premier et le troisiétme terme donnent des séries convergentes (théoreme 7), le reste

1
une série absolument convergente (proposition 9), et Z EWGYES diverge : Z uy, diverge.
n

— p=2: U, ~ T, donc u? ~ de signe positif : Zui diverge (théoréeme 4).

n2/3’

— p=3:onau, -z, =0(x2) et u2 + upz, + 22 = O(22), donc

1
ui — xf’l = (up — xn)(ui + UpTp + l‘i) = O(:Cﬁ), u;%I = + O( )7

et Z uf’l converge (théoréme 7 et proposition 9), sans convergence absolue.
1

— p=4:fuylf ~ /3 avec g > 1 : la série converge absolument.
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|B(u)={peN|p>3}|

2

Ce second ensemble a la forme de la question 1, mais pour une autre raison : le terme —?”, de signe

constant, fait diverger le cas p = 1, ce que la seule comparaison des modules ne laissait pas prévoir.

| EXERCICE 38 * %

“+o0o
Par le théoreme 2, e = Z ik En multipliant par n! et en séparant les indices k < n et k > n,
k=0""
n +o00o
n! n!
nle = ay + 7y, a":ZH’ Ty = Z R
k=0 k=n+1

|
Parité de a,. Chaque % = (k+1)(k+2)---n est un entier, donc a, € N. Pour n > 1, on met n en

facteur dans les termes d’indice k <n —1 :
n—1
n—1)!
an:ng:o(k!)—i—lznan_1+l.

Montrons par récurrence que a, = n + 1 [2]. C’est vrai pour n = 0, puisque ap = 1. Si a,—1 = n [2],
alors a, =n’+1=n+1[2], car n?> —n =n(n — 1) est pair.

]anznﬂm\, ao, ... a5 =1,2,5 16,65, 326 v
Encadrement de r. Pour j > 1, — " ! i vaut i = 1 et est
ncadrement de r,. Pour j > 1, — = —, qui vaut —— pour j = 1 et es
" J (n+7)! (m+1)---(n+j) 4 nt1 PO
strictement inférieur a m pour j > 2. En sommant (théoréme 1 pour la série géométrique),
n
R | 1

N

< <y —— =, &
ntl o™ ]Z::I(n+1)] n ou n+1

1
<rp <=,  Tpe~—
n n

1
En particulier 7,41 < 1 < ryp @ la suite (r,) est strictement décroissante.
n

Nature de la série. Comme a, est un entier de la parité de n + 1, on a, pour tout réel z,

sin(man, +x) = (—1)* sinz = (—1)" " sinz, d’ou sin(rnle) = (=1)"sin(nry,)

™ 1 1
Pour n > 2, on a nr, € ]O, 5[, puisque 7, < - < 5; la fonction sin est croissante sur cet inter-

valle, et (sin(7ry,)) est décroissante, de limite nulle. Le théoréme 7 donne la convergence. Enfin

n=2

3

sin(7ry,) ~ mry, ~ — : la convergence n’est pas absolue.
n

Z sin(7 n!e) est semi-convergente
n>1

On controle en précision élevée : 100sin(m - 100! e) ~ —3,1408, proche de (—1)'%7 .

Piége. Le rang compte : pour n =1, 711 = e—2 = 0,718 dépasse —, et 'argument de monotonie ne vaut

qu’a partir de n = 2, ce qui ne change pas la nature. L’encadrement 0 < r, < 1 est exactement celui

de la démonstration de l'irrationalité de e (chapitre 18, proposition 12) : si l'on avait e = IZ, le réel
q

rq = q'e — a4 serait un entier de ]0, 1[. Ici le méme encadrement, rendu plus fin, dit & quelle vitesse
n!le s’approche des entiers.
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| EXERCICE 39 xx

1. Pour k € N,onnote Iy = {n > 1| [Inn| =k} = {n > 1] " <n < e} Cest un intervalle
d’entiers [Ay ; Bi], non vide puisque Fl ek > 1 avec
ekgAk<ek+l, ek+1—1<Bk<ek+1.
(_1)k By,
Sur i, le terme général vaut , et la somme du paquet est (—1)ka avec Ty, = Z —. La méthode
n:Ak

1
des rectangles (proposition 6 (ii)), appliquée a t — n a partir de ng = Ay, donne

Br+1 1 B
In k¥ <Th<— +1In=F donc 1—1n(1+e_k)<Tk<1—|—e_k.
Ag Ay Ayg
Ainsi | Ty, k—) 1]: pour k = 8, Ty ~ 1,0002 v'. Les intervalles I} se suivent : en posant ag = 0 et
—+00
(_UUnnJ
a, = ——— pour n > 1, ce sont les paquets de I'exercice 6, avec ¢(0) = 0 et p(k) = Ay pour k > 1.

n
Si la série convergeait, la question 1 de ’exercice 6 donnerait la convergence de la série des paquets
Z(—l)ka, dont le terme général tendrait vers 0; or |(—1)¥T}| = T}, tend vers 1.

(_1 [Inn|

S

Le terme général tend pourtant vers 0 et change de signe une infinité de fois : mais les plages de signe
constant s’allongent si vite que chacune apporte une contribution voisine de +1.

2. Soit f(t) = SmUn0)

f est dérivable, avec

diverge

sur [1, 400, de sorte que le terme général est a, = (—1)" f(n). La fonction

cos(Int) — sin(In t) 2
7(t) = S rel< o
On regroupe les termes par paires : a; = —f(1) = 0, et pour p > 1, 'inégalité des accroissements finis

(chapitre 9, théoréme 6) sur [2p,2p + 1] donne

|agp + agpa| = |f(2p) — f(2p +1)| < (2p)2 =53

Avec ag = 0 et p(p) = 2p, la série des paquets est absolument convergente (proposition 9), et la somme
1

des modules dans chaque paquet, majorée par | f(2p)|+|f(2p+1)| < —, tend vers 0. La question 3 de
p

I’exercice 6 donne la convergence.

nsin(lnn)
Zn>1(_1) —, converge

sin(lnn)

L’exercice 23 a montré que E diverge. La série étudiée ici n’est donc pas absolument conver-

gente : sinon Z | f(n)| convergerait, et Z f(n) aussi (théoreme 6). C’est I'alternance des signes, et elle
seule, qui fait converger : les termes consécutifs f(2p) et f(2p+ 1) sont si proches qu’ils se compensent
presque, alors que dans I'exercice 23 les plages ou sin(Inn) garde un signe constant sont trop longues.
Numériquement, les sommes partielles d’indices 10° et 10° valent 0,158 09 et 0,158 10.

Piége. Le théoréme 7 ne s’applique pas directement : la suite (| f(n)|) n’est pas décroissante, puisque
| sin(lnn)| croit sur de longues plages. Le regroupement par paires remplace I’hypothése de monotonie
par une estimation de la différence de deux termes consécutifs.
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| EXERCICE 40 xx %

Int 1—Int Inn
1. Soit g(t) = — sur [1,+00[, de dérivée ¢'(t) = PR négative pour t > e. La suite (—), _,

est donc décroissante, et elle tend vers 0 par croissances comparées. Le théoreme 7, appliqué a partir
du rang 3, donne

Inn
Zn>1(—1) —,.~ converge

Inn
Elle n’est pas absolument convergente, puisque — > — pour n > 3.
n n

2. La fonction g est continue, positive et decrmssante sur [3, +oo[. Pour calculer son intégrale, on

U
N / e ey
reconnait la forme uw'u avec u = In, de primitive 5

t 2 2

n 2 2
/ lntdt ~ (Inn) (In3) .
3

" Ink n
Par la proposition 6 (iii), avec ny = 3, la suite w, = n? — / g converge vers un réel w. Comme
k=3
le terme d’indice 1 est nul,
" Ink In2 (Inn)?  (In3)? " Ink (Inn)?
-t — — = 1
> 5t unt 5 TR Zk 5 +C+o(1)
k=1 k=1
In2 (In3)?
avec C' = HT — (n2) + w. Numériquement, C' =~ —0,0728 ; la valeur de C n’interviendra pas.
Ink
3. On note L,, = Z = Dans la somme partielle d’indice 2n, les termes d’indice pair, k = 2j,

k=1
sont comptés positivement et les autres négativement ; on les ajoute deux fois et on les retranche une

fois :

2n n n 2n

Ink In(2 In2+1In Ink
DCIEESDY ;,‘7) L= T (PR — B2+ Ly — Loy
k=1 j=1 J j=1 J k=1

Par la question 2, puis la proposition 7, H, =Inn + v + o(1),

(Inn)?2 — (In2 + Inn)?

Ln_LQn: 9

In 2)?
+0(l)=—In2Ilnn — (n2) +o(1),

In 2)?

Hnln2—|—Ln—L2n:'yln2—( +o(1).

La constante C' et les termes en Inn disparaissent. La série converge par la question 1; sa somme est
la limite de la suite extraite des sommes partielles d’indice pair :

+o0 2
1 In2
S :(—1)"% —yIn2 - (“2) ~ 0,159 869

n=1

Une sommation numérique accélérée redonne cette valeur & 1072 pres v'.

Piége. La limite de (S2,) ne suffit pas & elle seule : la suite (S2,) peut converger sans que la série
converge, comme pour Z(—l)”. C’est la question 1 qui permet de conclure, en garantissant que toute
la suite (S,,) converge. Le calcul suit le méme schéma que pour la série harmonique alternée, dont la
somme partielle So, = Ho, — H,, s’obtient aussi en séparant les indices pairs et impairs, et tend vers
In 2 par la remarque qui suit la proposition 7.
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| EXERCICE 41 * % %

1
1. On écrit z comme l'intégrale de =1 sur [0,1] et ’on somme une progression géométrique ; 'in-
tégrale obtenue s’estime ensuite par une intégration par parties. Pour ¢ € [0, 1], la somme géométrique
de raison —t # 1 donne

i(_l)kfltkfl _ 1=t
= 1+41¢

1 1 L de
On intégre sur [0, 1], par linéarité, avec / tF =1 de = = et / —— =1In2:
0 k o 1+t

S —ln2(1)"/1 " 4, st |Ry=(—1)"L, I —/1 "

tTL+1

On intégre par parties, en primitivant " en

classe C! sur [0,1] :

1
et en dérivant T+ les deux fonctions étant de

tn+1 1 tn—i—l dt 1 Jn 1 tn—i—l dt
I, = =
" kn+Uﬂ+¢ n+1/ (141)? m+1y+n+f / (1+1)2
ou l'intégrale J, est encadrée par croissance de 'intégrale, puisque 4102 €1[0,1]:
1 1 J, 1 1 1 1
0< Jp < t"thde = ) " =0(—), —_— = - ——.
" /0 n+2 n+1 (n2> 2(n+1) 2n  2n(n+1)
On en déduit :
1 1 (=)™ 1
n-Lio(k). m-C0o(d)

1

On contrdle : n?(I,, — 2—) ~ —0,2500 pour n = 1000 v".
n

2. Comme S, =In2 — R,,, on a exp(S,) = 2™ fin et

2 —exp(S,) = 2(1 — e fin).

1
Comme R,, tend vers 0, le développement 1—e~* = x+O(x?) (chapitre 10, théoréme 5) et R,, = O(—)

n
donnent

2 —exp(S,) = 2R, + O(R?) = (_i)“ + O(%)

La série Z (=

1
convergente (proposition 9). Enfin |2 — exp(S,)| ~ — : la convergence n’est pas absolue.
n

converge (théoreme 7) et le reste est le terme général d’une série absolument

Zn>1 (2 — exp(Sy,)) est semi-convergente

Ses sommes partielles d’indices 10° et 10° valent —0,607 80 et —0,607 80 v'.

A 1
A retenir. La seule majoration |R,| < T du théoreme 7 (ii) ne suffisait pas : elle montre seulement
n
que le terme général est un O(—), ce qui ne décide de rien. Il fallait le signe du reste, que donne aussi
n

1 1
le théoréeme 7, et surtout son équivalent 5, avec un reste en O(—2), que fournit la représentation
n n

intégrale.
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| EXERCICE 42 * % %

1. On pose V_; = 0, de sorte que vy = Vi — Vi1 pour tout k£ € N. On développe, puis on décale
I'indice dans la seconde somme :

n n n n n—1
Z UV = Z upVi — Z upVi—1 = z upVi — Z U1 V-
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

On ajoute et on retranche u,+1V,, ce qui complete la seconde somme jusqu'a k =n :

n n
> v = g1V — Y (ka1 — ) Vi
k=0 k=0

C’est ’analogue discret de 'intégration par parties : V' joue le réle d’une primitive de v, et upy; — ug
celui de la dérivée de u.

2. Soit (ay,) décroissante de limite nulle, donc positive. On applique la question 1 avec uy = ay, et
v = (—1)k : Vi vaut 1 si k est pair et 0 sinon, donc 0 < Vi < 1. Le terme a,, 11V, tend vers 0. Pour la
somme, |(ag+1 —ag)Vi| < ax — ags1, et la série télescopique Z(ak —ag+1), & termes positifs, converge

(proposition 4), puisque (a,) converge. La série Z((Ik.l,_l — ag)Vj est donc absolument convergente
(théoreme 3), donc convergente (théoreme 6). Les deux termes du membre de droite ont une limite :

Z(—l)”an converge

Cette démonstration ne donne ni I’encadrement de la somme ni le signe du reste du théoréeme 7 : elle
ne remplace que la partie « convergence ».

3. Soit M un majorant de (|V,,]). La suite réelle (uy) décroit vers 0, donc uy — ug41 = 0. Le terme
Up+1Vy, produit d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle, tend vers 0. Enfin

|(ugg1 — ur) Vie| < M(up — upyr),

terme général d’'une série convergente, comme a la question 2. La transformation d’Abel conclut :

(uy) décroissante de limite nulle et (V;,) bornée =— Zunvn converge

4. On distingue trois cas selon a.

[0}

— Si a < 0, le terme général a pour module n~% > 1 : divergence grossiere.

— Si a > 1, la série converge absolument (exemple qui suit la proposition 9).

1
— Si0<a<1letfe2nZ, le terme vaut —, et la série diverge (théoreme 5). Si 0 < o < 1 et
n

0 ¢ 277, alors el # 1, et la somme géométrique (chapitre 4, factorisation par 'angle moitié)

donne
n
‘ Z elka‘ —le
k=1

» 1—ei”9’ 2 1
1—e? |~ |1 —e  |sin(0/2)|

) 1
Les sommes partielles de (ema)n>1 sont bornées et (7)n>1 décroit vers 0 : la question 3, appliquée
n =

aux suites up = —— et v = ei(kHw, donne la convergence. Elle n’est pas absolue, puisque

(k+ 1)«

le module du terme vaut —.
nOé

em@

Zn>1 — converge <= a>1, ou0 < a < 1etf¢2rZ (semi-convergence)
21 n

n
. 1
Pour 6 = 1, la plus grande valeur de | Z e‘k] pour n < 2000 vaut 2,085 83, et la borne ————— vaut
= sin(1/2)
2,085 83 : la majoration est presque atteinte v'.
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ein
5. Comme 0 < 1 < 27, on a 1 ¢ 277, et la série Z — converge par la question 4. Ses parties
n

, . .. .. L. cosn sinn
réelle et imaginaire convergent donc (proposmon 1 (111)) : les séries E e E convergent.
n n

Pour les valeurs absolues, on utilise | cosn| < 1, qui donne | cosn| > cos® n, puis la linéarisation de

COS2 n:

| cosn| < cos’n 1 cos(2n)

n “n 2n 2n

cos(2n) 1
La série ———= converge, par la question 4 avec 6 = 2 ¢ 277, et la série — diverge : leur
> = ge, par la q ¢ > o, diverg
cosn
somme diverge, et, comme elle est a termes positifs, la série Z !
n
9 1 — cos(2n) | sinn|

méme, |sinn| > sin“n = —s donne la divergence de E .
n

diverge par le théoreme 3. De

cosn sin
PI R DY

n

| cosn |sinn|
convergent, Z et Z divergent
n n

Piége. L’erreur la plus répandue est de minorer |cosn| par une constante strictement positive, ce qui
est faux, puisque cosn s’approche de 0 pour une infinité d’entiers. Le passage par cos?n contourne la
difficulté : il remplace une minoration ponctuelle, impossible, par une minoration en moyenne, le terme
cos(2n) ayant des sommes partielles bornées. On a ainsi deux nouvelles séries semi-convergentes, qui
ne sont pas alternées : la transformation d’Abel étend le théoreme 7 au-dela des signes alternés.

| EXERCICE 43 xx %

1. Montrons par récurrence que u, €]0,1]. C’est vrai pour u; = 1. Si u,, €]0,1] C |0, g[, alors

B 210, 1],

na

1
On en déduit 0 < up4q < o qui tend vers 0 puisque a > 0 : . Alors cosu, tend vers 1,

cosu, €]0,1], et, comme n® > 1, up1 =

et
1 d 1 1
Up+1 0 onc Up, (n = 1)a "

La série Zun est a termes positifs ; par les théoremes 4 et 5,

Zun converge <= a > 1

CoS U
2. On note d,, = Uy — Up+1 €t pp = max(Up, Unt1), qui tend vers 0. On écrit up4o = ﬁ, et
n
lon fait apparaitre cosu, — c0S tn4+1 :
COSUp  COSUpi 1 1 COS Uy, — COS Up41
dnt1 = — = cos(up)| — — *
LT e T (g 1)e ( ")<na (n+ 1)a> (n+ 1) (%)

Deux estimations servent. D’abord, I’égalité des accroissements finis (chapitre 9, théoréme 5), appliquée
1 1 «
at—t “surn,n+ 1], fournit ¢ €]n,n + 1] tel que — — = , d’out
[ ] ] [ q no (n + 1)@ cotl

a 1 1 < o'
(7”L+ 1)a+1 ~ na (TL+ 1)01 =~ nat+l’

Ensuite, 'inégalité des accroissements finis (chapitre 9, théoréeme 6), appliquée a cos entre uy4+1 et uy,
ou [sinz| < z < pp, donne | cosu, — cosUupt1| < pnldnl.
Domination. Par (%), |dpi1| < ——5 + pnldn|. On pose D, = n®*d,|; en multipliant par
n
(n+ 1)a+1 < 2a+1na+1
Dn+1 < 2a+1 (Ol + ann)
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Soit N tel que 2°*1p,, < our n = N, et M = max (Dy, 2°‘+2a). Si D,, < M pour un n > N, alors

M
Dpi1 <2°Ma+ — <

5 = M. Par récurrence, D,, < M pour tout n > N :

Up — Upt] = O(#)

. . . R . . (0% .
Décroissance. On revient a (k) : le premier terme est au moins cos(l)m, puisque u, < 1,
et le second est majoré en valeur absolue par p,|d,| < pZ +7 pour n > N. Ainsi
n

(n+ 1)°‘+1dn+1 > acosl —2°M )y, M —— acosl > 0.

n—4o0
Le membre de droite est strictement positif a partir d’un certain rang, donc d,,+1 > 0 : la suite (uy,) est
décroissante a partir d’un certain rang. Le méme calcul montre d’ailleurs que d,, 1 ~ %, puisque
cos u, — 1. Numériquement, (u,) décroit a partir de n =9 pour a = 0,1, de n = 5 pour a = 0,2, de
n:3poura:5,etdésnzlpoura>1 V.

3. A partir d’un certain rang, (u,) est décroissante et de limite nulle : le théoréme 7, appliqué

a partir de ce rang, donne la convergence. La convergence absolue est celle de E Uy, étudiée a la
question 1.

Z(—l)"un converge pour tout o > 0, absolument si et seulement si o > 1

1
Piége. L’erreur la plus répandue est de partir d’un développement de u,. Comme u, = O(—a),
n

1 u? 4 1 1 " (—1)™ 1
unJrl—ﬁ(l—?—FO(Un))—nia‘i—O(nﬁ), (—1) un—W—E—O(@),
et le reste n’est le terme d’une série absolument convergente que si 3a > 1. Pousser le développement
ne fait que déplacer le seuil, en —, puis —, et ainsi de suite, sans jamais couvrir tous les a > 0.

L’argument de monotonie, lui, regle tous les cas d’un coup : quand le théoreme 7 s’applique, il est plus
fort qu'un développement.

| EXERCICE 44 x x %

1. Supposons que E u, converge. Comme u,, = u,’ — u, et que E uy, converge, la série E U,

converge par linéarité (proposition 1), puis E lun| = E (uf 4w, ) aussi : la série serait absolument
convergente, ce qui est exclu. De méme, si E u,, convergeait, u,” = u, +u, donnerait la convergence
de E u, puis celle de E [t |.

Zuf{ et Zu; divergent

Si P était fini, u;l serait nul & partir d’un certain rang, et Zu;f convergerait ; de méme pour N et

u,, . Les ensembles P et N sont donc infinis. On note py < p1 < --- les éléments de P et ng <nj < ---

ceux de N, rangés dans l'ordre croissant. Les termes u,” sont nuls hors de P et valent Up; €N pj : par

+oo —+00 +oo

la proposition 10, Zupj = Z ul = 400, et de méme Z |, | = +o0o. Retirer un nombre fini de
j=0 n=0 §=0

termes ne change pas cette divergence. Enfin w,, tend vers 0, puisque la série converge (proposition 2).
k—1

2. La construction se formule ainsi : on note 1}, = Zuw(j) la somme des termes déja choisis
=0

(Th = 0); si Ty, < S, on prend pour ¢(k) le plus petit élément de P non encore utilisé, et si T > S,
le plus petit élément de /N non encore utilisé. C’est exactement la régle de 1’énoncé.
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La construction ne s’arréte jamais. Comme P et N sont infinis, il reste toujours des indices non
utilisés dans chacun : ¢(k) est défini pour tout k.

On change de camp une infinité de fois. Supposons qu’a partir d’un rang K, on ne prenne plus que
J+k—K—1

des indices de P. Ce sont alors les éléments consécutifs py, pji1,... de P, et T, = Tk + Z Up,
j=J

tend vers +oo par la question 1; mais on ne choisit un indice de P que si T} < .5, ce qui egt contra-

dictoire. De méme, si I’on ne prenait plus que des indices de N, on aurait T} > S pour tout k > K,

alors que T}, tend vers —oo.

Bijectivité. L’application ¢ est injective : un indice n’est jamais choisi deux fois, puisque ’on prend
un indice non encore utilisé. Les indices de P sont choisis dans ’ordre croissant, et une infinité le
sont : le j-ieme choisi est pj, et tout élément de P est atteint. De méme pour N. Comme PUN = N,
I’application ¢ est surjective.

‘cp est une bijection de N sur N‘

3. Chaque terme rapproche de S, sauf au moment d’un franchissement. Soit k € N. Si T}, < 5,
on ajoute uygy = 05 si T, > S, on ajoute uyxy < 0. Dans les deux cas, si T, et Ti41 sont du méme
coté de S (au sens : tous deux < S, ou tous deux > S), alors [Tp41 — S| < |T — S|. S’ils sont de
part et d’autre, on dit qu’il y a franchissement au rang k 4+ 1; comme S est alors compris entre T} et
Ti1 = Tk + upk)

Tk1 — S| < |ugyl-
Majoration de l’écart. Par la question 2, il y a une infinité de franchissements. Pour k supérieur au

premier rang de franchissement, on note f(k) < k le dernier rang de franchissement inférieur ou égal
a k. Entre f(k) et k, il n’y a pas de franchissement, donc 1’écart & S ne fait que décroitre :

T = S| < [Tyy = S1 < Nug(p(y-)l

Le terme ug(f(x)—1) est le dernier terme qui précede un changement de signe des termes choisis, comme
le suggérait 1’énoncé.

Passage a la limite. La suite (f(k)) est croissante au sens large et tend vers +oo, puisque les
franchissements sont en nombre infini. Il reste a voir que u,(,,) tend vers 0 quand m tend vers +oo.
Soit € > 0; I'ensemble A = {n | |u,| > ¢} est fini, puisque u, — 0, et son image réciproque ¢ *(A)

aussi, puisque ¢ est injective : pour m supérieur au plus grand élément de 90_1(A), |u¢(m)| < e. Ainsi
T;. tend vers S :
+00
> Uy =S
k=0
13 .
1,2 +--fq----- J-\----> m e - 7 A-o--s - \- - g SRRl Gt S =12
1+ e
e Tj; < S :on prend un terme positif
e T > S :on prend un terme négatif
L]
0,8 1 1 1 1 1 1 k
5 10 15 20 25 30

La figure montre les sommes T}, pour k£ de 1 a 30, lorsque 1’on réordonne la série harmonique alternée

1 1
1-— 5 + 37 de somme In 2, pour viser S = 1,2. Les points bleus sont sous la droite, et 'on y
ajoute un terme positif; les points ocre sont au-dessus, et 'on y ajoute un terme négatif. Les sauts
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au moment des franchissements, qui majorent 1’écart a S, diminuent au fil des termes. L’ordre obtenu
commence par ug, Uz, Ui, g, Ug, Ug, Us, - - . , €t Tgoo0 ~ 1,199 998 v .

4. Pour S = 400, on vise des paliers croissants. On prend des indices de P, dans ’ordre croissant,
jusqu’a ce que la somme dépasse strictement 1, puis un seul indice de N ; puis des indices de P
(éventuellement aucun) jusqu’a ce que la somme dépasse strictement 2, puis un seul indice de N, et
ainsi de suite, le palier m étant suivi du palier m + 1.

Chaque phase positive s’achéve, puisque les termes de P restants ont une somme infinie (question
1). On prend un indice de N par palier, donc une infinité ; et une infinité d’indices de P, sinon la somme
ne ferait que décroitre a partir d’un certain rang tout en devant dépasser chaque palier. Comme a la
question 2, ¢ est une bijection de N sur N.

Soit ¢ = sup |uy|, fini puisque (u,) converge, et m > 1. Soit k un rang postérieur au premier

n

dépassement du palier m, et m’ > m le dernier palier dépassé avant le rang k. Si T}, est la somme
obtenue au moment de ce dépassement, T, > m’. Sinon, T} s’obtient & partir de cette somme en
ajoutant I'unique terme négatif u,, du palier, puis des termes positifs : T}, > m’ + u, > m’ — c. Dans
tous les cas, T > m — ¢ pour k assez grand, et ceci pour tout m :

+oo
D () =+
k=0

Le cas S = —oo s’en déduit en échangeant les roles de P et V.

A retenir. Toute la démonstration repose sur deux faits : les termes positifs et les termes négatifs
ont chacun une somme infinie, ce qui permet de franchir S aussi souvent qu’on le veut, et le terme
général tend vers 0, ce qui rend les franchissements de plus en plus fins. Pour une série absolument
convergente, le premier fait tombe, et la proposition 13 (iv) du cours montre que l'ordre est alors
indifférent.

FAMILLES SOMMABLES DE REELS POSITIFS

| EXERCICE 45 x

Les trois familles sont positives : on calcule leur somme dans [0, +o00], par paquets (théoréme 8)
ou par lignes (théoreme 9), et la sommabilité se lit sur le résultat.

(a) On regroupe les couples selon la valeur de k = n+m. Le paquet {(n,m) | n+m = k} contient

les k + 1 couples (n,k —n), 0 < n < k, et la somme géométrique de raison 3 (théoréeme 1) donne

3

TR /3 k!

Eognghon gk Eloovn gko1 o (2/3)M1 gktl gkt
2 kK l<:!n_0< ) '

n=0
Par le théoréme 8, puis le théoréme 2 (série exponentielle) et la linéarité, les deux séries étant conver-

gentes,
gngm +0 ok

Z —io > Z : ’ ?
=3 —2 = 3e” — 2e”.
| | |
(n,m)eN2 (n +m)! k=0 k! k=0 k!

la famille (a) est sommable, de somme 3e® — 2¢? ~ 45,478

La somme des termes pour n, m < 80 redonne 45,478 498 57 v'.
(b) On somme par lignes (théoréme 9). Pour n > 1 fixé, la ligne contient le terme m = n + 1, qui

1
vaut RS Tl par positivité, la somme de la ligne est au moins 1 (proposition
1 1
10 (iii)). Comme Z o+ 1 diverge (théoreme 4, 1™ %),
1 =1
Z 2 —m?| = Z_: 1 +00, ’la famille (b) n’est pas sommable‘
(n,m)€e(N*)?2 n=1
n#Em
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1
Chaque ligne est pourtant de somme finie, puisque ses termes sont équivalents a — : c’est la somme
m

des lignes qui diverge, comme dans la remarque de la section 20.6.4.

1
(c) Les rationnels ry = 1+ —, pour ¢ > 1, sont deux & deux distincts et appartiennent a QN ]1,2],

donc vérifient — > —. Pour tout N, la partie finie {r1,...,rn} donne une somme finie au moins égale
T 4
q

. N L. .
a T : la borne supérieure des sommes finies est +oo.

la famille (c) n’est pas sommable‘

. 1 . .
Piéege. Pour (c), Perreur la plus répandue est de comparer avec la série —, comme si les rationnels
) 2 )
n

étaient espacés comme les entiers. Or ils s’accumulent : il y en a une infinité dans |1, 2], ou le terme
o1 . . . , ,
reste supérieur a 1 En général, une famille positive sommable n’a, pour tout € > 0, qu’un nombre

fini de termes supérieurs a ¢ : si F' est une partie finie de tels indices, € card F' < Z u; < ZuZ
F I

| EXERCICE 46 x

Si a < 0, tous les termes valent au moins 1, et la famille, infinie, n’est pas sommable. Supposons
a > 0. Par le théoreme 9, on somme d’abord en p, pour n > 2 fixé : c’est une série géométrique de
raison n~* €10, 1] (théoreme 1),

=1 —2a 1 1

D .
_— = = ~N —,
ne 1-ne n®(n®—1) n2e

Par les théorémes 4 et 5, la série de ces sommes converge si et seulement si 2a > 1.

1 1
(—) est sommable <— o > —
neP/ n>2,p>2 2

1
Pour a = 1, c’est, a ’échange des noms des indices pres, la famille (k—n) de 'exemple du cours,

n>2,k>2
400 1 +o00
et 'on retrouve ——=1= n) — 1). En sommant dans ’autre ordre, on obtient pour
;::Qn(n_l) nZ::Q(C() ) p
1 = =X 1 =1
o > 5 l'identité Z;Q (C(ap) — ].) = T;Q m, ou 'on note C(S) = I;- E pour s > 1.

R 1
A retenir. Le seuil o > 5 5€ lit sur la seule colonne p = 2, dont la somme est ((2a) — 1 : elle est finie

1
si et seulement si 2a > 1, et les autres colonnes sont plus petites. Pour a < 3 I'identité précédente

n’a plus de sens, puisque ((2«) n’est pas défini.

| EXERCICE 47 x

ban
n(n+1)
wpp, = 0 sinon. Le théoreme 9 permet d’intervertir les sommes dans [0, +o00]. En sommant d’abord en

1. On considére la famille positive (wy,,) indexée par (N*)?, avec w,, = sip<net

n, on trouve g Wp,n = bp; en sommant d’abord en p, on trouve, pour n fixé,
n

z": pan  an nn+1) a,
n(n+1) nn+1) 2 2

p=1
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1
Ainsi Z b, = 3 Z a, dans [0, +0o0]; le second membre est fini, donc la série a termes positifs Z by
p n

converge (proposition 10 (ii)) :

+o00 +oo
Z b, converge et Z b, = % Z an
p=1 n=1

2

s
Pour a,, = —, on trouve numériquement 0,822 467, qui est bien B V.

n?’

2. Le méme échange, pour la famille positive ( , donne dans [0, +00], puisque I'indice

np+1 ) 1<m<n
m prend n valeurs pour n fixé,

+o0o +o0o 1 +o00 n 1 +0o0 n +oo +oo 1
DI Dier= ) DD D= sl Bier== I D DED B~ ik 4
m=1 n=m n=1 m=1 n=1 m=1 n=m

2
T
qui est fini puisque p > 2 (théoréeme 5). Pour p = 2, on obtient 5 bar la proposition 8 v'. Pour p =1,
+o00 1
le méme calcul donne +oo : chaque reste Z — est équivalent & — (théoreme 5), et leur somme
m

n=m
diverge comme la série harmonique.

| EXERCICE 48 * *

1
Sia<0,onap®+q¢* <2, et tous les termes valent au moins 3" la famille n’est pas sommable.
Supposons « > 0, et notons M = max(p, q). Par croissance de t — ¢,
1 1 1
< <

M < p® > L 2M”, d < < —.
p+q onc e S g G

Pour N > 1, le paquet Jy = {(p,q) | max(p,q) = N} contient 2N — 1 couples : les N couples (N, q)
avec ¢ < N et les N — 1 couples (p, N) avec p < N.

q

6 ° . . . . °

(&)
L]
L[]
L]
L[]
L]
L]

1 o . paquet max(p,q) =4 : 7 couples
3 . .
2 o .
1 o .

Les points bleus sont les indices (p,q), et chaque équerre ocre réunit les 2N — 1 indices du paquet
max(p,q) = N ; on y lit que le paquet N = 4 compte 4 + 3 = 7 couples. Sur chaque équerre, le terme
général est comparable a No a un facteur 2 pres.

Par le théoreme 8 et la croissance (proposition 10 (iii)), la somme de la famille est comprise, dans
[0, 4+00], entre

+oo +oo

2N -1 2N -1
D D
N=1 N=1
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1 2
Ces deux séries ont pour terme général un équivalent de No—1 et No—T ' elles convergent si et
seulement si & — 1 > 1 (théoremes 4 et 5).

est sommable <— o > 2

1
(po‘ +q” ) (p,q)€(N*)2

On retrouve le seuil de la famille ( ) de la section 20.6.4, et ce n’est pas un hasard : on a

1
(p+q)
M < p+q < 2M, et les trois quantités p® + ¢%, (p + q¢)* et max(p,q)® sont comparables & des
constantes pres. En dimension deux, le nombre d’indices « a distance N » de l'origine croit comme

N, d’otu le seuil 2 au lieu de 1.

| EXERCICE 49 * *

On regroupe les couples (p,q) € (N*)2 selon la valeur de d = p A ¢ > 1, en notant I; le paquet
correspondant. Si p A ¢ = d, on écrit p = dp’ et ¢ = dq’, et la proposition 5 du chapitre 12 donne
d=d(p N{q'), soit p' A ¢ = 1. Réciproquement, si p’ A ¢’ = 1, alors (dp) A (dq') = d. L’application
(p',q') — (dp',dq") est donc une bijection de Iy sur Iy, et, par la proposition 10 (iv) et la proposition
11, la somme de la famille sur I vaut

>

(p,9)€lq

1
202
p=q (

1 S . 1

> a2z~ g ot S= > 23

p.q)el (p,9)e(N*)?
pAq=1

La somme sur (N*)? entier vaut ¢(2)? (premier exemple de la méthode de la section 20.6.3). Par le
théoréme 8, dans [0, +0o0],

2 _ =8
(27 =Y = = 5C)
d=1
Le réel S est fini, puisque S < ¢(2)? par la proposition 10 (iii), et 'on peut diviser par ¢(4) > 0 :
¢(2)? 2 4 /36 5
S = t 2) = — 4) = — S = = —
La somme des termes pour p, ¢ < 3000 vaut 2,4991 v'. Le résultat se lit ainsi : les couples premiers
90
entre eux portent la fraction @ = —; ~ 0,924 de la masse totale ¢ (2)2, beaucoup plus que la
T
6
proportion — ~ 0,61 de couples premiers entre eux que l'exercice 60, plus loin, établira, parce que les
s

poids - privilégient les petits entiers, qui sont souvent premiers entre eux.
peq

| EXERCICE 50 *x x

La famille est positive : toutes les sommes se calculent dans [0, +00], et la sommabilité se constatera
a la fin.

Premieére égalité : sommation en m. Pour n > 1 fixé, on décompose en éléments simples la fraction
en m :

1 1,1 1
m(n +m) :E(%_n—i-m)'

La somme partielle jusqu’a M de la série en m est télescopique par blocs de n termes :
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n
et la derniere somme, majorée par A tend vers 0 quand M tend vers +oco. La somme de la ligne n

H
vaut donc , et le théoreme 9 donne

1 =g
> =D

nm(n +m)

(n,m)€(N~*)2 n=1
C H <141 .. .. H, 0 Inn B 1 o
omme H,, < 1+ Inn (proposition 6 (ii)), on a 2= (F) = O(W)7 et cette série converge

(théoréeme 3) : |1a famille est sommable |

Deuziéme égalité : paquets selon s = n+m. Pour s > 2, le paquet {n+m = s} contient les couples
1

n(s—n):g(ﬁ s —

(n,s —n), 1 <n < s—1. La décomposition ) donne
n

- 2H,_
Z:: s—ns_SQEZ:( s—n>: 831’

les deux sommes valant Hs;_1, la seconde apres le changement d’indice n — s — n. Par le théoréme 8,
puis le décalage s =n + 1,

1 _+Z°°2HS,1_2+Z°° H,
(e M m) = 82 = (n+1)?
+oo

Troisieme égalité. On note X = Z —;, réel fini par la premiere étape. Comme Hs_ 1 = Hy; — — et
S
n=1
que le terme s = 1 de la série suivante est nul (Hy = 0),

“+oo “+oo

Hs—l Hs - 1/8
Z 2 Z 52 =X -<03),
s=2 s=1

la soustraction étant légitime puisque les deux séries convergent. Les deux premieres égalités donnent
alors X = 2(X — ((3)), d’ot, puisque X est fini,

> S io M 2¢(3) ~ 2,404 11
= 72 = =~ R
(n,m)e(N*)2 nm(n +m) n=1"

InN+~v+1

du reste, donne
N

H
La somme partielle de Z —; jusqu’a 10°, complétée par I’estimation
2,404 113 806, pour 2¢(3) = 2,404 113806 v'.
Piége. L’erreur la plus répandue est de résoudre X = 2X — 2((3) sans avoir vérifié que X est fini :

dans [0, +oo], 'égalité X = 2X — 2((3) est aussi satisfaite par X = +o00, et la soustraction n’y a pas
H,
n2’
qui autorise la simplification. On obtient ainsi une valeur exacte d’une série ou apparait ¢(3), nombre
dont le cours rappelait qu’on ne connait aucune expression a ’aide de .

de sens (remarque de la section 20.6.1). C’est la premiére étape, qui montre la convergence de Z
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| EXERCICE 51 * % %

Les chiffres binaires. Pour n > 1, on écrit n = Z ex(n Qk , la somme étant finie. En séparant les
k>0
rangs k > j et k < 7,

n—2jZ€k 2k]+Z€k , Z€k —1

k>j k<j k<j

donc |n/27] = Zek )287J entier dont la parité est e;(n). Ainsi £j(n) = 1 si et seulement si
k>j
|n/27| = 2i + 1 pour un entier i > 0, c’est-a-dire

giln) =1 += JieN, 2/(2i+1)<n<2(2+2)

Les entiers dont le chiffre de rang j vaut 1 forment des blocs de 2/ entiers consécutifs, séparés par des
blocs de méme longueur ou ce chiffre vaut 0.

n 1 5 6 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16

1 2 3 .

o) Il I - H B B N
<n> HE BEE BEE BEE
2(n) HEEN HEEN

Chaque case colorée indique un chiffre égal a 1 : sur la ligne j, les cases colorées forment des blocs
de 27 entiers commencant en 27(2i + 1), et la somme d’une colonne est b(n), par exemple b(7) = 3 et
b(8) = 1.

71

Interversion. La famille (M) . est positive; pour n fixé, seul un nombre fini de ses
b
termes est non nul, et leur somme vaut ﬂ Par le théoreme 9, dans [0, +00],
n(n+1)
> o =2 Xt
= n(n + 1) mr e n(n + 1

Somme a j firé. Par le théoréme 8, on somme sur chaque bloc [A; B — 1], avec A = 27(2i + 1) et

. 1
B = 27(2i 4 2), en utilisant

————— = — — ——, qui donne une somme télescopique :
nn+1) n n+l q P

Bz‘l 11 1 1 ( 1 1 )
—~ nn+1) A B 2\2i+1 2i+2/
n=A
La série en 7 est la série harmonique alternée regroupée par paires : sa somme partielle jusqu’ai = N—1
2N k41
-1
est Son = Z (13;’ qui tend vers In2 (exemple qui suit le théoréeme 7). Ainsi
k=1
+o00o
gj(n) In2 . _b(n)
— = n2 - =21n2 ~ 1,386 294
z; nn+1) 2 s 2 n(n+1) Z .
n>1 n=1

La somme des termes pour n < 2 - 10% vaut 1,386 289, et le reste, pour N = 2- 105, est de l'ordre de
In N

2N In2
A retenir. La fonction b est trés irréguliere, et aucune comparaison directe ne donnerait la somme.
L’idée est d’écrire b(n) comme une somme de termes simples, puis d’intervertir : chaque chiffre, pris
séparément, a une structure périodique, et c’est la positivité qui autorise ’échange sans aucune vé-
rification préalable. La méme démarche (décomposer le terme général en une somme, puis sommer
d’abord sur 'autre indice) sert dans l'exercice 47, et elle resservira dans les exercices 54 et 62.

~5-1075, puisque b(n) vaut en moyenne environ la moitié du nombre de chiffres de n v'.
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FAMILLES SOMMABLES DE NOMBRES COMPLEXES

| EXERCICE 52 *

On note sgn la fonction signe de ’énoncé. Pour i # j, on a |a; ;| = 27171 et a;; = 0. La famille
est antisymétrique : aj; = —a;; pour tous 4, j, puisque sgn(j — i) = —sgn(i — 7).
1. Soit j € N. Dans la colonne d’indice j, il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls d’indice

1
i < j, et les termes d’indice ¢ > j forment une série géométrique de raison 3 (théoréme 1) : la série

E a;; converge, et

%

—+00 7j—1 1 J 1
;ai’j - ZO 2] % + Z 22 7 - Zl
=

i=j+1

S (g

en posant m = j — i dans la premiére somme et m = i — j dans la seconde. Ainsi

aiyj = — et
=0 2

“+00 +00o “+o0o 1
22 i =D 5 =
7=0 =0 7=0

2. Par antisymétrie, la ligne d’indice 7 est I'opposée de la colonne d’indice i :

> aij=
j

pour tout ¢,

— E a;; converge et vaut ——. D’ou
b 21
J

“+0o0 +00 +oo 1
Z Zalv] 21 =2
=0 j=0 =

Si la famille était sommable, le théoréme de Fubini (théoreme 11) donnerait I’égalité des deux sommes

itérées, et I'on aurait 2 = —2. Donc | (a; ;) j)en2 n'est pas sommable |.
=0 g=1 j=2 j=3 j=4 ligne
1 1 1 1
i=0 0 —3 1 Ts 16 —1
1 1 1 1 1
i=1 3 0 T S 3
1 1 1 1 1
i=2 1 3 0 2 71 1
1 1 1 1 1
i=3 8 1 2 0 —32 ~s
1 1 1 1 1
1 =4 16 5 1 2 0 16
1 1 1 1
colonne 1 5 i 5 G

Les termes positifs, sous la diagonale, sont en bleu, les négatifs, au-dessus, en ocre; les sommes des
lignes et des colonnes, en rouge, sont opposées, et chaque ligne comme chaque colonne a une infinité
de termes non nuls.

—_

3. La sous-famille (a;11,)jen, juste sous la diagonale, est constante égale a —. Par croissance

\)

(proposition 10 (iii)),
1

Z |a‘]+1,]| Z 00,

jEN j= 0

> laigl >

(4,5)EN?
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donc ’1& famille n’est pas sommable ‘ Plus précisément, le théoréme de Fubini positif (théoréme 9)

donne Z la; ;| = Z (2 — 277) = 400, chaque colonne des modules ayant pour somme (1 —277) + 1.
(4.5) J

Dans 'exemple du cours (section 20.7.2), chaque ligne et chaque colonne n’a qu’un nombre fini de
termes non nuls, et les sommes de lignes et de colonnes sont des sommes finies. Ici, chaque ligne et
chaque colonne est une série absolument convergente, de somme des modules au plus 2 : méme cette
condition plus forte ne suffit pas.
Piége. L’erreur la plus répandue est de croire que la convergence absolue de chaque ligne et de chaque
colonne autorise 'interversion. Le théoreme 11 exige la sommabilité de la famille double tout entiére,
qui se vérifie par le théoréme 9 sur les modules : ici, les colonnes des modules ont des sommes bornées,
mais leur nombre infini fait diverger le total.

| EXERCICE 53 *

1. Comme |z| < 1, les séries géométriques Z |2|?P et Z |z]>7 convergent (théoréme 1), c’est-a-dire
P q
que les familles (2%7) ey et (2%7),en sont sommables (proposition 12 (iv)). Par la proposition 15, la
famille des produits 227237 = 22P¥3% et sommable, et sa somme est le produit des deux sommes :

1
S(Z) — Z Z2p+3q — (1 — 22)(1 — 23)

(p,q)EN?

2. Pour n € N, soit I, = {(p, q) € N? | 2p+3¢ = n}. Ces parties sont finies et forment une partition
de N2, et le terme vaut 2" sur I,,. Par la sommation par paquets (théoréme 10), la famille (d,,2")nen,
avec d, = card I,,, est sommable, c’est-a-dire que la série Z dn,z" converge absolument, et

400
S(z) = Z dp2", d, = card{(p,q) € N’ | 2p + 3¢ = n}
n=0

L’entier d,, est le nombre de fagons de payer la somme n avec des pieces de 2 et de 3 unités, seul le
nombre de pieces de chaque sorte comptant. On les obtient en choisissant le nombre ¢ de pieces de 3,

n
de méme parité que n et au plus égal a 3 Pour n < 12, on trouve

\(do,...,dm):(1,0,1,1,1,1,2,1,2,2,2,2,3)\

par exemple djg =3 pour 12 =6x2=3%x2+2x3 =4x3. On ade plus dy+6 = d, + 1 : 'application
(p,q) — (p,q + 2) est une bijection de I, sur les couples de I,,;¢ tels que g > 2, et il y a exactement
un couple de I,,1¢ tel que g € {0, 1}, celui pour lequel ¢ a la parité de n. On en déduit

dnzgﬁl sinZ1[6], dn:% sin=1][6]

ce qui a été contrdlé par énumération jusqu'a n = 59 v'. L’exercice 35 de la feuille du chapitre 10
obtenait de la méme fagon le nombre de fagons de payer 10 centimes avec des pieces de 1, 2 et 5,
comme coefficient d’un développement limité. Ici, la sommation par paquets donne d’un coup tous les
coefficients, sans troncature, et justifie le développement du produit de deux séries infinies.

3. Si |z| = 1, tous les termes 2?P737 sont de module 1, et Z 22739 = 4oo : la famille
(p,9)
n’est pas sommable ‘ La série Zdnz” diverge aussi grossiérement, puisque |d,z"| = d,, > L%j tend
vers +00.
Piége. Pour z = i, 'expression L = est parfaitement définie, alors que la famille

(1—=22)(1-23) 2(1+1)
n’est pas sommable : une formule obtenue pour |z| < 1 ne dit rien au-dela. L’erreur la plus répandue
est d’étendre un résultat jusqu’au bord du domaine ou il a été démontré.
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| EXERCICE 54 xx

On pose r = |z]| < 1. Pour tout n > 1, on a |z"| = r" < 1, donc 1 — 2™ # 0, et la série géométrique

n +o0
donne T > 2" (théoréme 1). Tout repose sur la famille (xm)(n,k)e(N*)?-
k=1

Sommabilité. Par le théoréme de Fubini positif (théoreme 9), puis la majoration 1 —r" > 1 —r,

S ooy e LS
2
(n k) e(Ne)? b = € )

La famille (z"%)
n

, . x
série E converge, et que
1—2an

est donc sommable. Le théoréme de Fubini (théoréme 11), par lignes, montre que la

+o0 xn i

— n
PO D RN
n=1 (nk)E(N)?

(a) On partage (N*)? en Do = {k < n}, D— = {k =n} et D~ = {k > n}. Le théoréme 10 donne

(n,k) D< D= Ds

L’échange (n, k) — (k,n) est une bijection de D sur D~ qui conserve le produit nk : par la proposition
13 (iv), les sommes sur D~ et sur D sont égales. La somme sur D_ est celle de la série absolument
convergente Z . Enfin, en sommant D. par lignes (théoréme 10, paquets {n} x [1;n—1]), la ligne
n est une somme géométrique finie :

n—1 n(n—1 n n?
Z:U"k:xnl_x( ):x -
—_ n — n
= 11—z 1—=x
Les trois sommes existent, et

+oo n +o0o  n n? +oo

T " — 2
> =2) Tt

1—an 1—an

n=1 n=1 n=1

En groupant les couples selon la valeur N = nk (théoréme 10, paquets finis), le paquet de N contient
un couple (d, %) par diviseur d de N, d’ou m, le nombre de diviseurs positifs de N. Le
membre de droite compte ces diviseurs autrement : le couple (n, k) est dans D lorsque k < VN , dans
D_ lorsque N = k?. Les diviseurs vont par paires {k, Z}’ I'un inférieur et Pautre supérieur a VN,

sauf VN lorsque N est un carré :
d(N) =2 card{k | N, k < VN} + (1 si N est un carré, 0 sinon).

Par exemple d(12) = 2 x 3 =6, avec 1, 2, 3 inférieurs a V12, et d(16) =2 x 2+ 1 =5.
(b) La famille (™), indexée par les couples (m, k) avec m impair et k > 1, est une sous-famille
de la précédente, donc sommable (proposition 12 (ii)). On la somme de deux fagons par le théoréme

2n—1
de Fubini. A m = 2n — 1 fixé, la somme sur k vaut T 21 a k =i fixé, la somme sur m = 25 + 1
-
est géométrique de raison z%', de module r* < 1 :
+oo i +o0 2n—1 +oo )
i(2j+1) _ T 3o z _ x
T = . d’ou —_— = —_—
Z 1—IL‘2Z’ Zl_IEanl Zl_lﬂz
7=0 n=1 i=1
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En groupant selon N = mk, le coefficient ay est le nombre de couples (m, k) avec m impair et mk = N,

c’est-a-dire ‘ any = nombre de diviseurs impairs de N ‘ Par exemple, a12 = 2, pour les diviseurs 1 et 3.

¢) La famille (i 2%%); «y2 est sommable : par le théoreme 9,
(4,k)€(N*)

” RSP 1 X T
ir” = - < ir'= ——— < +o00,
(%:m ;1—7" 1—7“1.2::1 (1—-7r)3

la série Z irt convergeant d’apres le second exemple de produit de Cauchy de la section 20.7.4. Le
théoreme 11, par lignes, donne la somme demandée, en notant n l’indice de ligne :

+
> iat=y
. — 1 -2z
(i k) E(N")? n=1

En groupant selon N = ik, le paquet de N apporte Z iz, dou m, la somme des diviseurs
iIN

positifs de NV ; par exemple 0(12) =1+2+3+4+6+ 12 = 28.

Les trois identités et les trois interprétations ont été controlées numériquement en x = 0,37 et en
deux valeurs complexes, 0,5+ 0,31 et —0,6 + 0,21 V.
A retenir. Une seule famille double, (:c”k ), sommée par lignes, par colonnes, par diagonales nk = N ou
par morceaux du quadrant, produit toutes ces identités. La sommabilité, établie une fois pour toutes
par le théoreme 9 sur les modules, rend chacun de ces regroupements légitime; c’est la méthode du
cours de la section 20.7.2.

| EXERCICE 55 xx %
1. Soit z = x + iy avec y > 0, et (a,b) € R%. Comme a et b sont réels, Im(az + b) = ay, donc

|az + 0] > |aly. (%)
14

Premier cas : |b| > 2|a| |z|. Par I'inégalité triangulaire, |az+b| > |b| —|al| |z| > 5 Avec (%), on obtient
4

1
laz + b| > max (?, ylal) > min (5, y) max(|al, |b]).
Second cas : |b| < 2|a||z|. Alors max(|al,|b|) < max(1,2|z|)|a|, et (x) donne

Y
b > b)),
01> Y ma(al )
Comme S — < vy, les deux cas donnent le résultat avec
max(1,2|z|)
¢, = min (1, $) > 0, laz + b > ¢, max(|al, |b]) pour tout (a,b) € R?
2" max(1,2|z|)

La minoration a été testée sur 20000 triplets (z,a,b) tirés au hasard v .
2. Les couples tels que max(|n|,|m|) < N forment le carré [-N; N]?, de (2N + 1)? éléments;
ceux pour lesquels le maximum vaut exactement N sont ceux de ce carré qui ne sont pas dans

[-(N=1);N —1]*:

card{(n,m) € Z? | max(|n|,|m|) = N} = (2N +1)> = (2N — 1)> =8N

Soit k > 3 et z € H. Par la question 1 avec (a,b) = (n,m), pour (n,m) # (0,0),

1 1
< .
e+ mlF S & max(|n, [m])"
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On somme ce majorant positif par paquets selon la valeur N > 1 de max(|n|,|m|) (théoréme 8) :
chaque paquet a 8N éléments, d’otu

2

(n,m)#(0,0)

1
ck max(|n, |m|)*

8 +Z°:° 1
== D i < Too,
Clzc = Nk—l

puisque k — 1 > 2 > 1 (théoréme 5). Par domination (proposition 12 (i)),

est sommable pour £k > 3 et z € H

1
(G577 umton

Le seuil est exact : comme |nz+m| < (]z|+ 1) max(|n|, |m|), le méme découpage minore la somme des

modules par infinie pour k£ = 2. Comme dans la section 20.6.4 du cours, le seuil

EERR
k > 3, et non k > 2, vient de ce que le paquet de rang N a un nombre d’éléments proportionnel a N.

3. L’application (n,m) — (—n, —m) est une bijection de Z*\ {(0,0)} sur lui-méme. Par 'invariance
par permutation (proposition 13 (iv)), puis la linéarité, pour k impair,

Gr(z) = Z L (=1D)F Gr(z) = —=Gr(2), d’ou ‘Gk(z) =0 pour k impair

_ _ k
(mmz00) (T~ ™)

4. Soit k pair; comme k > 3, on a k > 4. On partage Z*\ {(0,0)} en la partie ot n = 0 et celle on

n # 0 (théoréme 10). Sur la premiere, le terme vaut — avec m # 0; comme k est pair, les indices m
m

k
et —m donnent le méme terme, et cette partie a pour somme 2¢ (k). Ainsi Gy (iy) = 2¢(k) +T'(y), avec
1
T(y) = —_—
() Z (niy +m)k

n#0, meZ

Soit y > 1 et n # 0. Alors |niy + m|2 = n2y? + m? est au moins égal & n? + m?, puisque y > 1, et au
moins égal & ny? > 3. En écrivant |niy + m|* = |niy 4+ m| - |niy + m|*1, on obtient I'inégalité de
I’énoncé :

’ 1 ‘ 1 1
(niy + m)k1 = y (n2 4 m2)(k-1)/2"
Comme n? +m? > max(|n|,|m|)?, la sommation par paquets de la question 2 donne
1 X 8N =
Cv= > < T =8 5 <+
2 2)(k—1)/2 k—1 i—2 5
(n,m)7#(0,0) (n? +m?)=b/2 = e N Al

C
puisque k — 2 > 2. Par la proposition 13 (ii), |T(y)| < —k, qui tend vers 0 quand y tend vers +oo :
Y

G (iy) ——— 2¢(k) (K pair)

Yy—r—+00

4
T
Pour k£ = 4, on a 2((4) = T~ 2,164646, et la somme des termes pour |n|,|m| < 200 donne
G4(31) = 2,164650 : deés y = 3, la contribution des n # 0 est minuscule v'.
Piége. La majoration de la question 4 perd une puissance : C) n’est fini que pour k > 4. Elle ne
vaudrait rien pour k = 3, mais c’est sans importance, puisque G3 = 0. L’erreur la plus répandue est
d’écrire G (iy) = ZZ et de faire tendre y vers 400 terme a terme : on n’a aucun théoreme pour
n m

passer a la limite dans une somme infinie, et c¢’est la majoration uniforme par — qui remplace ce
Y

passage a la limite.

A retenir. Ces sommes sont les séries d’Eisenstein. Leur sommabilité repose sur deux ingrédients du
chapitre : la minoration de |nz 4+ m| par la « norme » max(|n|, |m|) du couple, et le dénombrement
des couples de norme N.
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EXERCICES DE SYNTHESE

| EXERCICE 56

1. Faux. La série harmonique Z — a un terme général qui tend vers 0, et elle diverge (théoréme
n=1
5). La proposition 2 ne donne qu’une condition nécessaire.

2. Vrai. Comme Zun converge, u, tend vers 0 (proposition 2), donc 0 < u, < 1 & partir d’'un

< uy. Le théoreme 3 donne la convergence de Zu% L’hypothese de
(="
vn

certain rang, et alors 0 < ui

signe est indispensable : E converge (théoreme 7), alors que la série des carrés est la série

harmonique.
(=D" (=" + 1 Ona % — 1+ (="
vn vnooon Un vn
donc u,, ~ v,. La série Z Uy, converge par le théoréme 7, et Z vy, diverge, comme somme d’une série
convergente et d’'une série divergente (proposition 1 (ii)). Le théoréme 4 exige que 'une des suites soit
de signe constant a partir d’un certain rang; c’est la seconde remarque qui suit le théoréme 7.
4. Vrai. Soit ¢ une bijection de N sur N. La suite (u,,) est sommable (proposition 12 (iv)); par la

proposition 13 (iv), la suite (u,(,)) 'est aussi et a la méme somme, c’est-a-dire que Zua(n) converge

3. Faux. Pour n > 1, soit u,, = , qui tend vers 1,

et v, =

+oo “+00
absolument et que Z Ug(n) = Z uy, (proposition 13 (iii)). C’est I'observation de Dirichlet, premiére
n=0 n=0

remarque qui suit la proposition 13.

- (=1)"
5. Faux. La série Z
n>1

série divergente. Extraire les termes d’indice pair revient & supprimer tous les termes négatifs : la

compensation qui assurait la convergence disparait.
. , . a+b . o
6. Vrai. Pour deux réels positifs a et b, on a Vab < ——, puisque (va — \/l;)2 > 0. Ainsi

2
Up +V P - " . PUNRS
0 < Vupvy, < %, terme général d’une série convergente (proposition 1 (i)), et le théoréme 3

1
converge (théoréme 7), alors que ug, = o est le terme général d’une
n

conclut.

7. Vrai. On a u, = u;l —u,, et |u,| = u,} +u,. Si Zu:{ convergeait, alors Zu; = Z(u:{ — Up)
convergerait aussi (proposition 1 (i)), puis Z |un| = Z(uz + u,, ), contrairement a ’hypothese. De
méme en échangeant les roles de u™ et ™. C’est la premiére question de Iexercice 44, point de départ
du théoreme de réarrangement de Riemann.

8. Vrai. Soit M un majorant de (|vy|). Alors |u,vy,| < M|uy|, terme général d’une série conver-
gente : Z Un Uy, converge absolument (théoréme 3), donc converge (théoreme 6). Lhypothese de conver-
(="

vn

gence absolue est indispensable : avec u,, = v, = , la suite (v,) est bornée et Zunvn est la

série harmonique.
(=1)P
+1

qu’un terme non nul, et les deux sommes itérées sont égales a

9. Faux. Soit ap ), = pour p € N, et a, 4 = 0 si p # ¢q. Chaque ligne et chaque colonne n’a

+00
_1)P

> U

p=0 p+
“+o0o

somme de la série harmonique alternée donnée par le cours. Pourtant, Z lap | = i +00 :
—o P
(r.9) p=0

la famille n’est pas sommable. L’égalité des deux sommes itérées ne suffit pas; c’est la somme itérée
des modules qui décide, par le théoréme 9.
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10. Vrai. Les familles ((_i)p)pEN et ((—g)q)qu sont sommables (théoréme 1 et proposition 12
(iv)). Par la proposition 15, la famille de leurs produits, qui est la famille de ’énoncé, est sommable,

et
(p,q)EN?

| Vrai:2,4,6,7,8,10;  Faux:1,3,5,9

Piége. Les assertions 3, 5 et 9 sont fausses pour la méme raison de fond : une série semi-convergente
n’est convergente que grace a la compensation entre termes positifs et négatifs, et toute opération
qui touche a cette compensation, remplacer par un équivalent, extraire, réordonner ou regrouper

autrement, peut la détruire. Les assertions 2, 4, 6 et 8, qui reposent sur la positivité ou la convergence
absolue, sont au contraire a ’abri de ce phénomene.

(_1)p+q B 1 1
e 1 . 1 =
20 34 1+1 143

1

2 3
3 4 2

| EXERCICE 57 **

1. Un entier de F a k chiffres a son premier chiffre pris dans {1,...,9} \ {7}, qui a 8 éléments, et
chacun des k —1 autres dans {0,...,9}\ {7}, qui en a 9. Par 'unicité de l'écriture décimale, le nombre
cherché est le cardinal d’un produit cartésien :

card B, =8 x 91| E, = En[10*1;10% —1].

2. Les entiers de [1; 10F — 1] sont ceux qui ont au plus k chiffres. Par la question 1 et la somme
géométrique,
9k —1

=9k -1
91 ’

k
card (EN[1;10F —1]) => 8 x 971 =38
j=1

et la proportion cherchée vaut

9k —1 9k <2<9

k
< <2() —0
10F—1 ~ 10F -1 10> k—+o0

10k
en utilisant 10¥ — 1 > ——. Parmi les entiers d’au plus 20 chiffres, la proportion de ceux qui n’ont pas

de 7 est déja inférieure a 0,13 : presque tous les entiers contiennent un 7.
3. Les parties Fy, pour k > 1, forment une partition de E. Chaque élément de Fj est au moins
égal & 10571, donc, par la question 1,

1 8x 9kl 9 \ k-1
> o< =8()
neky

La sommation par paquets dans [0, 4o00] (théoréme 8) et la série géométrique donnent

1 +oo 1 +o00 9 \ k-1 ]
Z - <38 - = = 80,

donc

1
(—)n cp st sommable, de somme au plus 80| La convergence est tres lente : la somme des —
n n

pour n € E et n < 107 ne vaut encore qu’environ 11,99 v .
Pour la série harmonique, le paquet des entiers & k chiffres contribue Hygx_; — Hygr-1_1, qui tend
vers In 10 par la proposition 7 : chaque paquet apporte a peu preés la méme quantité, et la somme

diverge. Pour F, les contributions décroissent comme (E)k’ car le nombre d’éléments du paquet croit

comme 9* et non comme 10*. Par le théoreme 8, la famille des —, ol n parcourt les entiers qui
contiennent un 7, n’est pas sommable, puisque sa somme, ajoutée anune somme finie, donne +o0.

A retenir. La convergence d’'une somme d’inverses ne se lit pas sur une proportion, mais sur la vitesse
a laquelle les éléments se raréfient d’un paquet au suivant. On retrouvera ce point de vue a l'exercice
59, qui compare de la méme facon les nombres premiers et les carrés.
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| EXERCICE 58 * *
aup

1. Ezistence. Soit m > 2 et m = p{" ---p;* sa décomposition en facteurs premiers (chapitre 12,
théoréme 6). On note g le plus grand entier qui divise tous les exposants «; ; il existe, puisque ces
diviseurs communs sont compris entre 1 et a;. On pose r = g et a = p?l/ g... p?“ 9. de sorte que a > 2
et m = a". Si a était une puissance parfaite, a = b® avec s > 2, 'unicité de la décomposition donnerait
i _ svp, (b) pour tout ¢ : entier sg > g diviserait tous les «;, ce qui contredit la définition de g.
Donc a € A.

Unicité. Soit m = a" = b’ avec a,b € A et r,t > 1. Soit d = r At, et r = dr’, t = dt’, avec
" At = 1 (chapitre 12, proposition 6). Pour tout nombre premier p, la proposition 10 du chapitre
12 donne rvy(a) = twv,(b), donc r’ vy(a) = t' vy(b). Ainsi ¢’ divise 7’ vy(a), et, par le lemme de Gauss
(chapitre 12, théoréme 5), ¢’ divise v,(a) pour tout p. L’entier ¢ = Hpvp(“)/ ¥ vérifie alors a = ct/;

p
comme a n’est pas une puissance parfaite, ' = 1. De méme 7' = 1, donc r = ¢, puis vy(a) = v,(b) pour
tout p, et a = b.

‘tout m > 2 s’écrit de fagon unique m =a", a € A, r > 1‘

Par exemple, 64 = 25, avec a = 2 et r = 6, et non 8% ou 43, car 8 et 4 sont des puissances parfaites
36 = 62, avec 6 € A. L’unicité a été controlée pour m < 5000 .

2. Pour a € A et s > 2, l'entier a® est une puissance parfaite : 'application (a, s) — a® envoie bien
A x{2,3,...} dans P. Elle est surjective : si n = b° € P, avec b > 2 et t > 2, la question 1 donne
b=a" avec a € A, et n = a"t avec rt > 2. Elle est injective : si a® = a’sl, I’unicité de la question 1,
appliquée a Ientier a®, donne a = a’ et s = s’. Donc

‘ (a,s) — a’ est une bijection de A x {2,3,...} sur P‘

3. Tous les termes sont positifs, et tous les calculs se font dans [0, +o0]. Pour n € P,on an >4,
1 1/n =1

1= 1 —/l/n = ; i (théoreme 1). Par le théoréme 9, puis le

changement d’indice par la bijection (a, s, j) — (a®,j) de A x {s > 2} x N* sur P x N* (question 2 et

proposition 10 (iv)),

et la série géométrique donne

1 1 1
Zn—lz Z n asi’

neP (nA)EPXN* " (a,5.)

On groupe les triplets selon a et selon la valeur N = sj (théoréme 8) : pour a et N fixés, le paquet a
cn éléments, sur lesquels le terme vaut a ™V, et ¢; = 0 puisque s > 2. D’ot la premiére égalité :

L N
%n—l ; NZ;QaN

De méme, la bijection (a,r) — a" de A x N* sur {2,3,...} de la question 1 transforme la famille
(m_k)m>27k>2 en la famille (a_rk), indexée par les triplets (a,7, k) tels que r > 1 et £k > 2. En
groupant encore selon a et N =rk :

+o0 400 1 1 /

IR EPIE B MPI

m=2 k=2 (m,k) acA N>2

la premiere égalité étant le théoreéme 9.
4. Un couple (s,7) tel que sj = N est déterminé par le diviseur s de N, et la condition j > 1 est
automatique : cy est le nombre de diviseurs s > 2 de N. De méme, ¢y est le nombre de diviseurs

k>2de N. Ainsi|cy = ¢y = d(N) — 1], ot d(N) est le nombre de diviseurs positifs de N, et les deux
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sommes de la question 3 sont égales. Le cours (section 20.6.3) a calculé la seconde par le théoreme de
Fubini positif : elle vaut Z (¢C(k) = 1) = 1. Donc
k>2

1 3 7t g Tt et
neP

1 1 1 1 1 1 1 1
2

La somme sur les puissances parfaites inférieures & 102 vaut 0,999999, ’écart étant de Pordre de 1076
V.

A retenir. Le calcul ne demande jamais de vérifier une convergence : tous les termes étant positifs, les
théorémes 8 et 9 et la proposition 10 (iv) justifient chaque étape dans [0, 4o00], et la finitude apparait
a la fin. La difficulté est arithmétique : c¢’est I'unicité de la question 1 qui permet de compter chaque
puissance parfaite une seule fois. L’erreur la plus répandue est de sommer directement sur les couples
(a,s) avec a > 2 quelconque : 16 = 24 = 42 serait alors compté deux fois.

| EXERCICE 59 * % %

Comme l’ensemble des nombres premiers est infini (chapitre 1), la suite (py) est bien définie; elle
est strictement croissante et a valeurs entieres, donc pr > k + 1 et pi tend vers +oo. Pour s > 1 réel,

1
onap °< B < 1 pour tout nombre premier p.

1. On raisonne par récurrence sur r. Pour » = 1, 'application j — p{ est une bijection de N sur
E1, et, par la proposition 10 (iv) et la série géométrique,

DRI P
—=) ) =—=
nel, V20 1—pp°

Soit r > 2, et supposons le résultat vrai au rang r — 1; la somme sur F,_; est alors finie. Tout n € F,
s’écrit de facon unique n =m p{;, avec j = vy, (n) € N et m € E,_1, par I'unicité de la décomposition
en facteurs premiers (chapitre 12, théoréme 6). L’application (m, j) — mp/. est donc une bijection de
E,_1 x N sur E,. Par la proposition 10 (iv), puis le produit de deux familles sommables (proposition
15),

1 : 1 1 " 1
o= X oY= X ) <=1

_S'
neE, (m,j)€Er—1 XN meE,_1 pr el

1 a 1
o= 1

s S
nek, =1 L Py

(r=1,s>1)

La somme est donc finie, méme pour s = 1 : par exemple, la somme des inverses des entiers 2¢3°5¢
3 5 15
vaut 2- - - — = —
2 4 4

2. Soit s > 1 et P.(s) le produit de la question 1. Un entier n < p, appartient a F,, puisque ses

diviseurs premiers sont au plus égaux & n, donc a p,. Le théoréme 8, appliqué & la partition de N* en

E, et son complémentaire, donne, toutes les sommes étant finies (théoréme 5),
1 RE |
0<C(s) = Prls)= D0 < 3
n¢E, n=pr+1

Le majorant est le reste d’indice p, de la série de Riemann, qui tend vers 0 quand r tend vers +oo
(proposition 3), puisque p, tend vers +oo :

m— (s) (s> 1)

e 1 — p]; r——+00
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Pour s = 2, le produit étendu aux nombres premiers inférieurs & 10 vaut 1,6449340, trés proche de
¢(2) ~ 1,6449341 v.

3. Avec s = 1 et le méme argument, les entiers 1, ..., p, appartiennent a F,, et la croissance
(proposition 10 (iii)) donne

0L _si.¥1_,
s Lo Vpe eg T "

En prenant le logarithme, la somme partielle d’indice r de la série étudiée vérifie

" 1
kz::lln(l_l/]%) >1nH,,,

qui tend vers 400, puisque H,, tend vers 4+oo et que p, tend vers +oo. Les sommes partielles ne sont

1
pas majorées : | la série Z In (ﬁ) diverge |.
— /DK

1 1 1
4. Comme — tend vers 0, on a In(————) = —In (1 — —) ~ — (chapitre 10, In(1 + x) ~ x).

Pk (1—1/1%) ( pk) Dk ( ( )~ )
Les deux séries sont a termes positifs ; par le théoréeme 4, elles sont de méme nature :

1 . . , e
alors que Z 72 converge. En ce sens, il y a « plus » de nombres premiers que de carrés : s’il existait
k>1

un réel ¢ > 0 tel que py > ck? & partir d’un certain rang, la série Z — convergerait par comparaison.

Le méme argument vaut pour toute puissance k¢ avec o > 1. La divergence est d’une lenteur extréme :
la somme des inverses des nombres premiers inférieurs & 10° ne vaut qu’environ 2,887.

A retenir. La question 3 redémontre que ensemble des nombres premiers est infini, ce qui est la preuve
d’Euler : s’il n’y avait que r nombres premiers, on aurait F, = N*, et H,, serait majoré par le produit

1
fini H ﬁ pour tout n, ce qui contredit la divergence de la série harmonique. La divergence de
— 1/DPk

Z — est un renforcement quantitatif du théoréme d’Euclide du chapitre 1.
Pk

| EXERCICE 60 * * *

1.(a) Pour n = 1, le seul diviseur est 1, et s; = p(l) = 1. Soit n > 2 et n = p{*---p" sa

décomposition, avec 7 > 1. Les diviseurs positifs de n sont les p’f Lo pf" avec 0 < 3; < «; (chapitre 12,

théoréme 6). Par définition, p est nulle en ceux dont un exposant [3; dépasse 1. Il reste les diviseurs

de p1 - py, c’est-a-dire les produits H pi, pour J C [1;r], chacun obtenu une seule fois, et u vaut
e

en ce produit. En groupant les parties J selon leur cardinal j (chapitre 3, théoréme 1), puis

par la formule du binéme (chapitre 3, théoréme 2),

=) <—1>“““=i(77><—1>J’=<1—1>7‘=07

JC[1;r] j=0

(_1)cardJ

puisque 7 > 1. Ainsi

‘31:1 et snzopourn22‘

Par exemple, pour n = 12, les diviseurs 1, 2, 3, 4, 6, 12 donnent 1 =1 —-14+04+1+0=0 V.
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pu(k) 1 . m
m2| S

(b) Comme |p(k)| < 1,0na | 23| S 73 terme d’une famille sommable, de somme % (premier

k
exemple de la section 20.6.3). Par domination (proposition 12 (i)), la famille (M( )

k2m2)(k,m)e(N*)2 est

sommable. On calcule sa somme de deux facons.

HE)

1
D’une part, c’est la famille des produits de ( )isy €t de (=), ,, sommables par domination
= m =

k2
= pk)\
et par le théoréme 5 ; la proposition 15 donne la somme ( ?> ra
k=1
D’autre part, on groupe les couples selon la valeur n = k:m (theoreme 10) Le paquet de n est
formé des couples (k, %), pour k diviseur de n, et sa somme est — Z wu(k . Par la question (a),
k|n
la somme totale est Z = 1. En comparant,
n= 1
X u(k 6
“];) — — ~0,6079
k=1 g
La somme des 20 000 premiers termes vaut 0,607927 /
2. Soit u,v € [1;n]. Par la question 1(a Z w(d) = sypp vaut 1 si u Av =1 et 0 sinon. Les

dluiv
diviseurs de u A v sont les diviseurs communs a u et v (chapitre 12, proposition 3 (i)), qui sont au plus
égaux a n. Donc

n

2=33 S )= u(d) cardfuc [1in] | d] u}

u=1lv=1 1<d<n d=1
dlu, dlv

en intervertissant les sommes finies (chapitre 3, proposition 6) et en écrivant le nombre de couples
(u,v) de multiples de d comme un carré (chapitre 3, proposition 7). Les multiples de d dans [1;n] sont
d,2d, ..., Lde au nombre de L%j Pour d > n, ce nombre est nul, et la somme peut étre prolongée
atoutd>1:

ZM 1l Zﬂ L)

La formule a été controlée par un dénombrement direct pour n < 120 v'. Par exemple,

ga=16p(1) +4p(2) +1p(3) +1p(4) =16 —4—1+0=11:

parmi les 16 couples de [1;4]?, on retire les 4 couples de nombres pairs et le couple (3,3).
3. Pourz>0,ona0<z—|z] <let0<xz+|z] <2z donec0<a?—|z]? < 2. Avec:c:%et

(k)| < 1,

n

= (k)
k2

R A LN (I PEF Pt

2H, 6
Comme H,, ~ Inn (proposition 7), =" tend vers 0, et la somme partielle tend vers — par
n T
k=1

la question 1(b). Donc

6
I 2 10,608
n? n—o+oo 2

2

Parmi les n* couples d’entiers de [1;n], la proportion de ceux qui sont formés de deux entiers premiers

entre eux tend vers — : pour n grand, un peu plus de six couples sur dix sont premiers entre eux. On
w2

400 _ () 6087 et 0% _ () 608383 v .

trouve
1002 10002
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14 e
0.9 @.pour1<n<40
7] n2’
0,8 1
'S [ ]
0,7 4 A
® ) R ] R o 6
¢ hd o ... v ......'...0..... *-o o ,|—)
0,6 - . .
0,55 : : : :
10 20 30 40"
Les points bleus sont les proportions q—g, calculées exactement par la formule de la question 2; ils
n
oscillent au-dessus de la droite ocre d’ordonnée —;, avec des pics aux nombres premiers n (par exemple
T
n = 37), et I’écart décroit comme le prévoit la majoration en ~—
n
A retenir. La fonction p « inverse » la fonction constante 1 : la relation Zu(d) =0 pourn > 2
din
1

est exactement ce qui fait du produit de familles de la question 1(b) un calcul de @ La question
2 en fait un outil de dénombrement : remplacer la condition « u A v = 1 » par la somme Z wu(d)

djunv
transforme un comptage difficile en sommes de parties entieres.

Les quatre derniers exercices sont des problémes en autonomie ; le corrigé commence par 'idée direc-
trice.

| EXERCICE 61 xx* %

1
Idée. La relation exprime f(z) comme une moyenne pondérée des valeurs f(z"), de poids 7 de somme

1 1
1 dans le premier cas, et de poids _— de somme 3 dans le second. On I’écrit au point ou f atteint son

maximum sur un segment [0, a] avec a < 1 : les points z™ restent dans ce segment et tendent vers 0.
Dans les deux questions, la série du second membre converge pour toute fonction f continue
1
sur [0, 1], puisque f y est bornée (chapitre 8, théoréme 10) : son terme général est dominé par on
(proposition 9).
“+o0o
1. Toute fonction constante égale a ¢ convient, puisque Z on = C Réciproquement, soit f une

n=1
solution et a € [0,1]. La fonction f est continue sur le segment [0, a] : elle y atteint son maximum M

en un point o (chapitre 8, théoréme 10). Pour tout n > 1, 25 € [0, a], donc f(zg) < M, et

+oo
D

n=1
Une série convergente de termes positifs de somme nulle a tous ses termes nuls, puisque chaque terme
est majoré par la somme (proposition 5) : f(z{) = M pour tout n > 1. Comme 0 < 79 < a < 1, la
suite (x() tend vers 0, et la continuité de f en 0 donne f(0) = M (chapitre 8, théoréme 7). Le méme
raisonnement au point ou f atteint son minimum m sur [0, a] donne f(0) = m. Ainsi m = M : f est

constante, égale a f(0), sur [0, al.
Ceci valant pour tout a < 1, f est constante sur [0, 1], et, par continuité en 1, f(1) = f(0).

IS

f(2x8> _ *Z“’ M — f(p)

n 27L

[\

+oo
0= M — f(.%()) = Z
n=1

n=1

\les solutions sont les fonctions constantes\
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2. La fonction nulle convient. Soit f une solution. En z = 0 et en = 1, les points z" valent x, et
+oo
1 1

la relation donne f(z) = f(x) Z =3

maximum de f sur [0, a]. Comme dans la question 1,

(z), d’olt f(0) = f(1) = 0. Soit a € [0,1[, et M = f(x) le

—+oo n “+00
x 1 M
M = f(xg) = §jf( 0) <MY —=—,
— 3" — 3" 2
n=1 n=1
donc M < 0. De méme, le minimum m vérifie m > %, donc m > 0. Ainsi f = 0 sur [0, a] pour tout

a<1, et f(1)=0.

‘la seule solution est la fonction nulle‘

Piége. L’erreur la plus répandue est d’appliquer 'argument du maximum sur [0, 1] tout entier. Si le
maximum est atteint en o = 1, les points xj; valent tous 1 et ne tendent pas vers 0 : on n’apprend
rien, puisque la relation en 1 se réduit a f(1) = f(1) dans la question 1. C’est pour cela qu’on travaille
sur [0, a], avec a < 1, et qu’on conclut en 1 par continuité.

A retenir. Seule compte la somme o des poids. Si les poids sont positifs et de somme 1, la relation
est une moyenne, et argument du maximum donne les constantes; si leur somme est dans [0, 1], il
donne M < oM et m > om, donc la seule solution nulle. C’est le méme mécanisme qu’un principe du
maximum : une fonction égale a la moyenne de ses valeurs ne peut pas avoir de maximum strict.

| EXERCICE 62 * x *

1
2n —1
(¢(n) 27™) selon la valeur du produit N = nk. Il faut alors connaitre Z ©(d), qui vaut N : c’est une

d|N
identité de Gauss, que 1'on démontre en classant les entiers de [1; N] selon leur PGCD avec N.
L’identité Z ¢o(d) = N. Soit N > 1. Pour chaque diviseur positif d de N, soit A; 'ensemble des
d|N

N
k€ [1;N] tels que kAN = R Pour tout k € [1; N], 'entier kAN est un diviseur positif de N, de la

Idée. On développe chaque en série géométrique de raison 27", et 'on somme la famille positive

N N
forme ~ Pour un unique diviseur d : les A4 forment une partition de [1; N]. Soit g = i Sike Ag,
on écrit k = gj et N = gd; alors 1 < j < d, et jAd =1 (chapitre 12, proposition 6). Réciproquement,
sij€[l;d] et jAd =1, entier k = gj appartient & [1;N], et kAN = g(j Ad) = g (chapitre

k
12, proposition 5). L’application k +— — est donc une bijection de A, sur I'ensemble des j € [1;d]

g
premiers avec d, qui a ¢(d) éléments. En comptant les éléments de [1; N] par paquets,

> o(d)=N

d|N

Par exemple, pour N =12 : (1) + ¢(2) + ¢(3) + ¢(4) + ¢(6) + ¢(12) =1+ 1+2+2+2+4 =12 V.
+o0 _
2—"n 1
Le calcul. P > 1, la série géométrique de raison 27" d gk _ _ ,
e calcul. Pour n a série géométrique de raison onne kEZI ST e T

)2 est positive ; par le théoreme 9, en sommant d’abord sur k,

La famille (¢(n) 2_nk)(n k)e(N*

“+o00

(n,k) =R

On groupe maintenant les couples selon la valeur N = nk > 1 (théoréme 8) : le paquet de N est

N
formé des couples (d, E)’ pour d diviseur de N, et sa somme est 27V Z o(d) = N2~V Ainsi, dans
dN
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[0, +00],

DA Sl
_1 N
n=1 2n 1 N=1 2
= 1 1
Le cours (section 20.7.4) donne Z(n +1)2" = ———5 pour |z] < 1; avec 2 = _, on obtient
= (1—-2) 2
+oo +0o0
N 1 1 1
Z oSN =3 Z n;; =3 x 4 = 2. La somme est finie, ce qui établit du méme coup la convergence
N=1
de la série :
+o0
p(n) _,
2n —1
n=1

La somme des 199 premiers termes vaut 2 a la précision des calculs v/, et les cinq premiers donnent
déja

1+1+2+2—+4~1%
377 15 31

A retenir. Aucune convergence n’est a vérifier : la famille étant positive, le théoréme 8 garantit que
le regroupement selon nk est légitime, et le résultat fini prouve la convergence. La méme méthode
donne, pour |z| < 1, I'identité io pln)z” i
nne, pour |z , I'identi =
P Z T (1-a)
pour x complexe, il faut alors établir la sommabilité par le théoreme 9 sur les modules, en utilisant
p(n) < n.

5, de la méme famille que celles de I'exercice 54;

| EXERCICE 63 *x *

Idée. On construit v par blocs : sur le k-ieme bloc d’entiers, v vaut le maximum de ug, ..., ug, et 'on
commence ce bloc assez loin pour que le reste de la série correspondante soit inférieur & 27%. C’est un
procédé diagonal.

Les séries majorantes. Pour £k € N et n € N, soit wi(n) = max (ug(n),...,ux(n)). On a
0 < wg(n) < ug(n) + -+ + ug(n), terme général d’une série convergente (proposition 1 (i)) : la série
+o0o
Zwk(n) converge (théoreme 3). On note Ri(N) = Z wg(n) ; pour k fixé, Ri(N) tend vers 0 quand
n n=N
N tend vers 400 (proposition 3). Enfin, wy, < w41 et u; < wy dés que j < k.
Les blocs. On pose Ny = 0, et ’on construit par récurrence des entiers N1 < Ng < --- :si Np_q

est construit, on choisit Ny > Ni_1 tel que Ri(Ny) < 27F, ce qui est possible puisque Ry(N) tend
vers 0. La suite (Ng) est strictement croissante et & valeurs entiéres, donc elle tend vers 400, et tout
entier n appartient & un unique intervalle [Ny ; Ng+1 — 1]. On pose

v(n) = wg(n) pour N < n < Niyi.

La série Zv(n) converge. Elle est a termes positifs. Par la sommation par paquets (théoreme
8), avec les blocs [Ny ; N1 — 1],

+oo Ni—1 +oo Nigy1—1 Ny—1 +oo Ny—1
Z v(n) = Z wo(n) + Z Z wi(n) < Z wo(n) + Z Ry (Ng) < Z wo(n) + 1,
n=0 n=0 k=1 n=Ng n=0 k=1 n=0

qui est fini.

Domination. Soit j € N et n > N;. L’entier n appartient a un bloc [Ny ; Npy1 — 1] avec k > j,
puisque la suite (Vi) est croissante, et v(n) = wi(n) > uj(n).

la suite v convient : Z v(n) converge, et u;(n) < v(n) pour tout n > N;

Piége. L’erreur la plus répandue est de poser v(n) = sup ug(n) : ce supremum peut étre infini, et méme
k

fini, il n’a aucune raison d’étre le terme général d’une série convergente. Pour ux(n) =1sin ==k et 0
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sinon, il vaut 1 pour tout n. La construction par blocs ne compare v qu’a un nombre fini de suites a
la fois, et c’est le « a partir d’un certain rang » de I’énoncé qui le permet.
A retenir. L’exercice 27 a montré qu’aucune série convergente a termes strictement positifs E v(n)

ne domine toutes les autres : sa deuxiéme question fournit b, — 4oo telle que Zv(n)bn converge,
et v(n)b, dépasse v(n) a partir d'un certain rang. L’exercice 63 montre en revanche qu’une suite de
séries convergentes est toujours dominée par une seule : on peut converger plus lentement que chacune
des séries d’une suite donnée, mais pas que toutes les séries convergentes a la fois.

| EXERCICE 64 *x %%

Idée. Une série convergente peut contenir, a des rangs de plus en plus éloignés, des blocs de termes
de somme nulle répétés autant de fois qu’on le veut. Si f ne respecte pas la somme d’un tel bloc, en
répétant le bloc assez de fois on fait diverger la série des images. On en tire, prés de 0, I'additivité
f(x+y) = f(z)+ f(y); la continuité en 0, obtenue de la méme facon, transforme cette additivité en
linéarité.

Condition suffisante. Soit A € R et 6 > 0 tels que f(z) = Az pour |z| < J. Si Zan converge,
alors a, tend vers 0 (proposition 2), donc |a,| < d et f(an) = Aay, & partir d’'un certain rang ng. La
série Z Aa,, converge (proposition 1), et modifier un nombre fini de termes ne change pas la nature

nzno
d’une série : Z f(ay) converge.

Condition nécessaire. Soit f une fonction qui préserve la convergence.

Etape 1 : un lemme sur les blocs. Soit p > 1 un entier et, pour tout k > 1, une liste (b1 -5 bk p)
de réels telle que

b1+ +byp=0 et 5k:g?é§0‘bk,l+"'+bk,i|m0-
On pose hy, = f(bg1) + -+ f(bip). Montrons que hy, = 0 a partir d’'un certain rang.

Supposons le contraire : I’ensemble des k tels que hy # 0 est infini, et 'on note k1 < ko < --- ses
éléments. Pour tout ¢ > 1, soit my un entier tel que my |hg,| > 1. On forme la suite (ay) en écrivant,
pour ¢ = 1,2,..., la liste (bg, 1,...,bk,p) répétée my fois; on appelle « groupe £ » ces pmy termes
consécutifs, et ’'on note Ly = p (mq + - -+ + my) le nombre de termes des ¢ premiers groupes.

La série Zan converge vers 0. En effet, chaque liste complete a une somme nulle; la somme
partielle des IV premiers termes est donc une somme by, 1 + - - - + by, 4, ou £ est le groupe du dernier
terme écrit, et sa valeur absolue est au plus €;,. Pour N > Ly, ce groupe est d’indice £ > {p; comme
ke > 0 et e — 0, la somme partielle tend vers 0.

Par hypothese, la série Z f(ay) converge; soit By la somme de ses N premiers termes, et B sa
somme. La suite extraite (Br,), tend aussi vers B (chapitre 7, proposition 11), donc B, — By, , tend
vers 0. Or cette différence est la somme des images du groupe ¢, c’est-a-dire my hy,, de valeur absolue
au moins 1. C’est une contradiction, et le lemme est démontré.

Etape 2 : additivité prés de 0. Montrons qu’il existe § > 0 tel que

f(z)+ f(y) + f(=x—y)=0  pour tous z,y € |-0,4[. (1)

11
Sinon, pour tout k > 1, il existe xy, yi dans ]_k ' { tels que f(xzx) + f(yx) + f(—xk — yx) # 0. Les
listes (zg, Yk, —Tk — yr) ont une somme nulle, et leurs sommes partielles zy, z + yi, 0 sont de valeur

absolue au plus o qui tend vers 0. Le lemme, avec p = 3, donne f(zr) + f(yr) + f(—xx —yr) =0 a

partir d’un certain rang : c’est une contradiction.
Avec x = y = 0, la relation (1) donne 3f(0) = 0, donc f(0) = 0. Avec y = —uz, elle donne

f(x)+ f(—z) =0: f est impaire sur |—J, 0[. Enfin, soit n = g et z,y € |-n,n[;alors z+y €]-9,0],
donc f(—z —y) = —f(z +y), et (1) devient

flx+y)=f(x)+ fly)  pour tous z,y € ]—n,n|. (2)
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Etape 3 : continuité en 0. Supposons que f ne tende pas vers f(0) = 0 en 0. Il existe alors € > 0 tel
que, pour tout k € N, on puisse trouver un réel zj, avec |z < 27 et |f(zx)| > €. La série Zxk est
absolument convergente, par comparaison avec une série géométrique (théoréme 3), donc convergente
(théoreme 6). Mais f(xj) ne tend pas vers 0, et Z f(zy) diverge grossierement (proposition 2). C’est
une contradiction : f est continue en 0.

. )T T
FEtape 4 : linéarité prés de 0. Soit x € |—n,n[ et ¢ > 1 un entier. Pour 1 < j < ¢, les réels Jr et —
q

q
11 . .
sont dans |—n,7[, et (2) donne f(u) = f(g) + f(f) Par récurrence sur j, f(g) = jf(g)
q q q q q
1
pour 1 < j < ¢q;avec j =q, f(f) = —f(x). Ainsi, en tenant compte de f(0) =0,
q q
J J .
fl=z) == f(z pour 0 < j <gq. 3
(52) =2 1@ (3)
1 nt
Soit zp = g et A= f(ZL‘()). Soit ¢ € [0, z0] et, pour n > 1, 1, = —Ln—J, qui est un rationnel de [0, 1]
i) n -xo

t 1
tel que 0 < — — 1, < —. Les réels r,z0 et t — rpz sont dans [0, z] C ]—n,n[; par (2) puis (3),
i) n

f(t) = f(rnzo) + f(t — rnwo) = Arpxo + f(E — m020).

Quand n tend vers 400, r,x tend vers t, et t — r,x0 tend vers 0, donc f(t — rpxg) tend vers f(0) =0
par I'étape 3 (chapitre 8, théoréme 7). Il reste f(t) = At pour tout ¢ € [0, x|, puis, par imparité, pour
tout t € [—xg , xo).

f préserve la convergence <= il existe A € R et §' > 0 tels que f(x) = Az pour |z| < &’

Piége. L’erreur la plus répandue est de croire qu'un équivalent suffit : la fonction sin vérifie sinz ~ x
en 0, et pourtant elle ne préserve pas la convergence. Avec xj = kY 3 la série formée des blocs
(g, Tk, —2x)) converge, ses sommes partielles valant xy, 2z ou 0. Si la série des sinus convergeait, la
série de ses paquets de trois termes convergerait aussi (exercice 6). Or ces paquets valent

1
2sin xy, — sin(2zy,) = 2sinzy, (1 — cosxy) ~ xj = iz
terme général positif d’une série divergente (théoréme 4). Les termes d’ordre 3 du développement de
sin, invisibles dans I’équivalent, se cumulent : sur les 20 000 premiers blocs, la somme des sinus vaut
déja environ 9,98, alors que les sommes partielles de la série de départ, en fin de bloc, sont nulles v'.
Le résultat est le méme pour toute fonction non linéaire prés de 0, par exemple z — z + 22, avec les
1/2

, dont les images ont pour somme 233% =7

A retenir. L’étape 3 n’est pas un détail : Padditivité (2) seule ne suffit pas a conclure, car il existe
des fonctions additives sur R qui ne sont pas linéaires, dont la construction dépasse largement le
programme. C’est la continuité en 0, fournie elle aussi par I’hypothese, qui permet le passage des
rationnels aux réels, comme dans I’étude de 1’équation fonctionnelle f(x+1vy) = f(z)+ f(y) sur R tout
entier.

blocs (g, —xk) et zp = k™
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