EXERCICES - CHAPITRE 1

I SUITES NUMERIQUES

RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

| EXERCICE 1 %

Soit la suite (u,) définie sur N par :

Ug = 14

Up4+1 = 2Uy — D
Montrer par récurrence que : Vn € N,  w, =9 x 2" + 5.

| EXERCICE 2 *
Soit u la suite définie par ug = 10 et pour tout n € N, w41 = Vu, + 5.

Montrer a I’aide d’un raisonnement par récurrence que pour tout n € N, 2 < u,, < 10.

| EXERCICE 3 *

Soit u la suite définie par ug = 2 et pour tout n € N, u,411 = v/u, + 15.
Montrer a l'aide d’un raisonnement par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < 5.

| EXERCICE 4 *

Sy,

14 2u,
Montrer a 'aide d’un raisonnement par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,,.

1
Soit u la suite définie par ug = 3 et pour tout n € N, upy1 =

| EXERCICE 5 *

La suite (u,) est définie par : u1 =0 et w1 =

1. Calculer uso, us, uy.
2. Que peut-on faire comme conjecture sur ’expression de u,, en fonction de n ?

3. Démontrer cette conjecture par récurrence et donner la valeur exacte de usgo1 .-

| EXERCICE 6 *

Soit (uy,) la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, w41 = 3u,, —2n 4+ 3.
Démontrer que, pour tout entier naturel n, u,, > n.

| EXERCICE 7 *

9
6— v,

Soit (vy,) la suite définie par vy = 0 et pour tout n € N, v, 11 =

Démontrer que, pour tout entier naturel n, 0 < v, < 3.

| EXERCICE 8 *

Soit u la suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, w11 = uyp, + 2n + 3.
Montrer que pour tout n € N, u,, = (n + 1)%.
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| EXERCICE 9 **
Soit la suite (u,) définie pour n > 1 par: u, =1x24+2x3+3 x4+ - +n(n+1).

1. Déterminer uq, uo, us puis déterminer une relation entre w1 et .

1 2
2. Montrer par récurrence que : Vn € N*,  w, = %
| EXERCICE 10 **

Somme des carrés

On posepourn>1,8, =124+22+32 4+ ... 4 n2.
1. Calculer 51, 52,55 et Sy. Exprimer S, 41 en fonction de S,,.

1)(2 1
2. Démontrer par récurrence que : Yn > 1, S, = nin + )6( nt )

| EXERCICE 11 x*

Somme des cubes

Onpose pour n>1,5, =13+234+33+... 4+ n3.
1. Calculer 51, 52,55 et Sy. Exprimer S, 41 en fonction de S,,.
ni(n+1)*

2. Démontrer par récurrence que : Vn > 1, S, = 7

| EXERCICE 12 x

La suite (uy,) est la suite définie sur N par :

up €]0;1]
Un+1 = un(Q - un)

1. Montrer que la fonction f définie par f(z) = 2(2 — x) est croissante sur [0;1].

2. Démontrer par récurrence que : vn € N, 0 <u, <1

3. En déduire que la suite (u,,) est croissante.

| EXERCICE 13 **

du,, — 2
On considére la suite (u,,) définie par up = 3 et pour tout entier naturel n, u,+; = %
Up
2 . . . so 4xr — 2
1. Etudier les variations de la fonction f définie sur | — 1; 400 par f(z) = 1
x

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > 2.

3. Démontrer par récurrence que la suite (uy,) est décroissante.

| EXERCICE 14 x

Démontrer par récurrence que :

1. Vn e N, 4™+ 5 est un multiple de 3.
2. Vn €N, 32" —1 est un multiple de 8.
3. Vn €N, 32+l 4 2n+2 egt un multiple de 7.

4. Yn>1, n®+ 2n est un multiple de 3.

2 Exercices Term. Spé. Maths - M. JOURDAIN



| EXERCICE 15 - TYPE BAC **

Soit la suite (u,) définie par ug = 2 et

2 1
Vn € N, Un4+1 = gun + gn -+ 1.

1. Calculer les 5 premiers termes de la suite. Quelle conjecture peut-on faire sur le sens de variation ?

2. (a) Montrer que pour tout entier n on a u, < n -+ 3.

(b) Montrer que pour tout entier n on a
1
Upgl — Up = g(”+3 — Up)

et en déduire le sens de variation de (uy,).

2
3. Montrer que la suite (v,) définie pour tout n par v, = u, —n est géométrique de raison 3" En déduire

I’expression de u, en fonction de n.

| EXERCICE 16 - PYTHON * *

On consideére la suite (u,) définie par :

1) a) Calculer uy ; ug et us

b) Soit la suite (d,) définie par : d,, = upt1 — Up-
Ecrire une fonction p(n) en Python donnant tous les termes :

e de 1an pour (uy)
e de 0 a (n—1) pour (dy)

¢) Remplir le tableau suivant :

n |0]1]2]|3|4|5]|6
Up | O
dn

Conjecturer la nature de la suite (d,,).
2) Démontrer par récurrence que : Vn € N, u, = 4n? + 12n + 5.

3) Valider la conjecture émise a la question 1c).

| EXERCICE 17 ***
Rappel : pour tout n € N*, la factorielle de n, notée n!, est définie par

nl=1x2x3x---xmn, avec la convention 0! = 1

Démontrer que, pour tout n € N*, on a 2771 < n! < nn.

| EXERCICE 18 xx*
Montrer que, si n € N, il existe un entier impair A, tel que

52n -1 + /\n2n+2.
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LIMITES DE SUITES

| EXERCICE 19 x

Déterminer la limite de chacune des suites (u,,) suivantes définies pour tout n € N*, par :

n+1 " 3n245
b) u, = —5n2 + /2 1
N g) Un = =/ 1) u, = —2n+/n
0w+ (2) N
3 R _ntl
) un <4> + m) u"_3—n2
5\" . o,
d) un—(4> i) un—n?:?n n) u, = (n—1)%+ (2 —n)?
) tn = (n? + 1)? ) m =1 0) tn = (n— 1 — (2= n)?

| EXERCICE 20 *x*

Déterminer la limite de la suite (u,,) dans les cas suivants :

- _2n+5 om? —1 Van+1

" T 3n—2 b = 8 un =g
n 2n
2. Un*1—2+7n2+5 3n2_4 0 u _4/n2_~_n+2
—3n? 4+ 2n+1 Ot == tVir—n—1
3wy = 2 T
2(n+1) 10. up =vVn+1—+n
PR (VI s B
CUn =T o ST o+ 17 11. up=vVn2+n-—n

| EXERCICE 21 *

A Taide des théorémes de comparaison, déterminer la limite de chacune des suites (v,) suivantes définies
pour tout n € N*, par :

a) v, = cos(n) e) v, = (=1)" h) u, =n? —4(-1)"
" 3o i) u, =n+1—cos(n)

b) v, =4n+ (=1)" 2cos(n) + 3 "

sin(n) f o = n2+5 i) u :M—2 n>?2
c) v, =3— i J) un 7] ,n =2,

n _cos(2n)
d) v, = —5n — 2cos(n) g) un = NG
| EXERCICE 22 *

Soit la suite u définie par ug =5 et up4+1 = V3u, + 1

1. Montrer que (u,) est décroissante.
2. Montrer que la suite (u,) est minorée.

3. En déduire que la suite (u,) est convergente.

| EXERCICE 23 *
Soit la suite (u,) définie par ug = 0 et u,yr1 = Vu, + 5.

1. Montrer que cette suite est croissante.
2. Montrer que pour tout entier n, 0 < u,, < 3. En déduire que la suite (u,) est convergente.

3. Déterminer la limite ¢ de la suite (uy,).
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| EXERCICE 24 x

3y,

(uy) est la suite définie par ug = 3 et, pour tout entier n, up41 = ————.
3+ 2u,

Pour tout entier n, on pose v, = —.
n

1. Démontrer que (v,,) est une suite arithmétique.

2. Déterminer la limite de la suite (uy,).

| EXERCICE 25 x

Soit (uy,) la suite définie par ug = 2 et pour tout n € N, w1 = 3uy,.

1. A laide de la calculatrice, conjecturer la limite de la suite (u,,).

2. On veut déterminer le plus petit entier naturel n, tel que u,, > 1000.

(a) Recopier et compléter le programme en Python suivant pour qu’il réponde au probléme.

rn = 0

2 u = .

3 while
u =
n =

¢ print (...)

(b) Déterminer cet entier a ’aide de la calculatrice.

| EXERCICE 26 *

1

Soit (v,,) la suite définie pour tout n € N, v,, = 1

1. A laide de la calculatrice, conjecturer la limite de la suite (v,,).

2. On veut déterminer le plus petit entier naturel n, tel que v,, < 0,001.

(a) Recopier et compléter le programme en Python ci-contre pour qu’il réponde au probléme.

rn = 0
2 vV =
while .
1 n =
5 v =

¢ print (...)

(b) Déterminer cet entier & l'aide de la calculatrice.

| EXERCICE 27 *

1
On consideére la suite (u,,) définie par ug = 2 et, pour tout entier n, t,11 = Zun + 6 et la suite (v,,) définie
sur N par v, = u,, — 8.

1. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique.
2. En déduire I'expression de v, puis de u, en fonction de n.

3. Déterminer les limites des suites (vy) et (up).

| EXERCICE 28 *

On considére la suite (u,,) définie par ug = 5 et, pour tout entier n, 3u,+1 = u, + 4.

1. Calculer uq et us.
2. Démontrer que, pour tout entier n, u,, > 2.

3. Montrer que (u,,) est une suite décroissante.
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4. Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

5. On pose pour tout entier n, v, = u, — 2.
Montrer que (v,,) est une suite géométrique.
En déduire ’expression de v,, en fonction de n.

6. Soit les deux suites : .
S=Yu h=Yu
k=0

Déterminer ’expression de S, et de T,, en fonction de n.

7. Déterminer les limites des deux suites ci-dessus.

| EXERCICE 29 **

5u, — 1
Soit la suite (u, )nen définie par ug = 2 et, pour tout entier n, w, 1 = ﬁ
Unp
1% méthode
16
Up +3°
b) Montrer que, pour tout n € N, u,, € [1;2].
(up — 1)2
Up + 3

d) Démontrer que (uy)nen converge et déterminer sa limite /.

a) Vérifier que pour tout n € N, u,11 =5 —

c) Etablir la relation Uptl — Up = — , et en déduire le sens de variation de (up)nen.

1

28me méthode On considere la suite (vn)nen définie pour tout n € N par v,, = T
Uy —

1
a) Prouver que (v, )nen est une suite arithmétique de raison T

b) Exprimer pour tout n, v, puis u, en fonction de n.

¢) En déduire la convergence de (uy,)nen et sa limite.

| EXERCICE 30

nu, +1

3
Soit 1 it défini N* = — et = —.
oit la suite (u,) définie sur par uq 5 et Upy1 3n+ 1)

On pose, pour n € N*, v, = nu,, — 1.
1. Montrer que (v, ) est géométrique ; préciser sa raison et son premier terme.

14057
=

2. En déduire que, pour tout n € N* : u,

3. Déterminer la limite de la suite (uy,).

C140,5"(1+0,50)
n(n+1)

4. Justifier que, pour tout n € N* : w1 —u, =

En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

| EXERCICE 31 **

Deux méthodes pour déterminer la limite d’une suite

2u 1
La suite (u,) est définie sur N par : ug =0 et u, 1 = L
Up + 2
Partie A : premiére méthode
3
1. Montrer que : Vn € N, u =2 .
q n+1 Uy, + 2
2) a) Démontrer par récurrence que : Vn € N, 0 < u,, < 1.

2
l_un

Uy + 2

b) Vérifier que w,11 — uy = puis montrer que (u,) est croissante.
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3) En déduire que la suite (u,) est convergente vers une limite .

2 1
4) On admet que ¢ vérifie f(¢) = £ avec f définie sur [0;1] par f(x) = 5_:_2 .

(a) Déterminer la valeur de ¢

(b) Ecrire un algorithme déterminant la valeur N tel que : Vn > N, |u, — £ < 1073,
Donner la valeur de N a 'aide de la calculatrice.

Partie B : deuxiéme méthode

Up — 1

Up +1°

Démontrer que (vy,) est géométrique. Préciser la raison et le premier terme.

1. La suite (v,) est définie pour tout entier n par : v, =

2. Exprimer v, puis u, en fonction de n.

3. En déduire que la suite (u,,) est convergente et donner sa limite.

I EXERCICE 32 xx
Partie A

1+3
On considere la suite (u,) définie sur N par : ug = 2 et u, 11 = #
Un,

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

1. Démontrer par récurrence que : Vn € N, u, > 1.

(1 —up)(1+ uy)
3+ u, '
b) Déterminer la monotonie de la suite (u,). En déduire que (u,,) converge.

2) a) Etablir que, pour tout entier naturel n, on a : up41 — Uy =

Partie B
1+ 0,5u,

On consideére la suite (u,,) définie sur N par : ug =2 et up41 = ————.
0,5+ un

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

1. On considére 'algorithme suivant :

Lire n
U+ 2

pour ¢ variant de 1 a n faire
1+ 0.5u
05+ u

Afficher u

fin

Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant fonctionner cet algorithme pour n = 9. Les valeurs
de u seront arrondies & 10~%.

Conjecturer le comportement de (u,) & I'infini.
Up — 1

2. Soit la suite (v,,) définie sur N par : v, = w1

1
(a) Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison —3

(b) Calculer vy puis écrire vy, en fonction de n.
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3) a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : v, # 1.
14w,
11—,

b) montrer que, pour tout entier naturel n, on a : u, =

¢) Déterminer la limite de la suite (up,).

| EXERCICE 33 : TYPE BAC x*

1
On consideére la suite (u,,) définie par uy = 3 et telle que pour tout entier naturel n,

3u,
Upp1 = ———.
T 1 2,
., 3
1. Etudier le sens de variation de la fonction f définie sur [0;+oo[ par f(z) = 1 fQ .
x

2) a) Calculer u; et us.
b) Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1.

. 2un(l —u
3) a) Etablir que, pour tout entier naturel n, on a : u,y1 — uy, = M
14 2uy,
b) Démontrer que la suite (u,) est croissante.
¢) Démontrer que la suite (u,) converge.
u
4) Soit (vy,,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = 1 -,
—u,

a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3.

377,

3n 41

(a)
(b) Exprimer pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
(¢) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =

)

(d) Déterminer la limite de la suite (uy,).

5) On considere la fonction en langage python suivante :

i def limite(p)

u=0.5

3 n=0

' while u<1-10**(-p)
5 u=3*xu/(1+2*u)
6 n=n+1

7 return n

N

(a) Qu’obtient-on si 'on saisit dans la console limite(2) ?

(b) Est-on certain que la boucle while s’arrétera quelle que soit la valeur de ’entier naturel p entrée en
argument ?
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